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In this work, we develop new interconnections within representation theory through the
lens of purity. More specifically, we establish links between the theory of purity and several
fundamental concepts, including exact structures, schemes of modules, and matrix reductions.
Particular emphasis is placed on the case of the module category of a finite dimensional
algebra, and, more generally, of an Artin algebra.

For a finitely accessible category with products, we develop a connection between exact
structures on the category of finitely presented objects and purity. In particular, a one-to-
one correspondence between exact structures and certain closed sets in the Ziegler spectrum
is established. Moreover, properties in the context of purity are translated to properties
about exact structures. For example, an exact structure is finitely generated if and only if
the complement of the corresponding closed set is compact. We specialize to the case of
a module category over an Artin algebra and show that generic modules are in one-to-one
correspondence with certain maximal exact structures. Lastly, a new characterization of
fp-idempotent ideals is provided.

For a constructible subcategory of the module category of a finitely generated algebra,
we show that bounded type implies finite type. This is a variant of the first Brauer-Thrall
conjecture. A full subcategory is constructible if it consists of all modules that vanish on a
finitely presented functor. Our approach makes use of the Ziegler spectrum of a ring and
a connection, established in this work, between purity and the scheme of finite dimensional
modules. We also discuss a variant of the second Brauer-Thrall conjecture in this setting.
The conjecture is shown to be true if the Krull-Gabriel dimension of the algebra is defined and
a counterexample to the general case is provided. Moreover, we connect matrix reduction
techniques to purity and show that reductions, in the framework of lift categories, yield
constructible subcategories of the module category. Combining this with the connection of
purity and exact structures, a general translation from matrix reductions to reductions of
exact structures is provided.

For the module category of an Artin algebra, the notion of torsion pairs is generalized to
ideal torsion pairs. Instead of subcategories of modules, ideals of morphisms are considered.
We characterize the functorially finite ideal torsion pairs, which are those fulfilling favorable
approximation conditions, through various means. In particular, a connection with finitely
presented subfunctors of the identity functor is established. As an application of the theory,
we generalize preprojective modules, introduce a new homological dimension, the torsion
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dimension, and establish its connection with the Krull-Gabriel dimension. We conjecture
that both dimensions coincide. This holds true in the commutative case and is also verified
for hereditary Artin algebras.
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Zusammenfassung: Purity and Interconnections in
Representation Theory

Kevin Schlegel

In dieser Arbeit entwickeln wir neue Verbindungen innerhalb der Darstellungstheorie aus
der Perspektive der Reinheit. Wir stellen Beziehungen zwischen der Theorie der Reinheit
und mehreren grundlegenden Konzepten her, darunter exakte Strukturen, Modulschemata
und Matrixreduktionen. Ein besonderer Fokus liegt dabei auf der Modulkategorie einer
endlichdimensionalen Algebra und, allgemeiner, einer Artin Algebra.

Für eine endlich erreichbare Kategorie mit Produkten entwickeln wir einen Zusammen-
hang zwischen exakten Strukturen auf der Kategorie der endlich präsentierten Objekte und
der Reinheit her. Insbesondere wird eine Bijektion zwischen den exakten Strukturen und
bestimmten abgeschlossenen Mengen im Zieglerspektrum gezeigt. Darüber hinaus werden
Eigenschaften im Kontext der Reinheit in Eigenschaften von exakten Strukturen übersetzt.
Beispielsweise ist eine exakte Struktur genau dann endlich erzeugt, wenn das Komplement
der entsprechenden abgeschlossenen Menge kompakt ist. Wir betrachten insbesondere die
Modulkategorie einer Artin Algebra und beweisen, dass generische Moduln in Bijektion zu
bestimmten maximalen exakten Strukturen stehen. Schließlich zeigen wir noch eine neue
Charakterisierung von fp-idempotenten Idealen.

Für eine konstruierbare Unterkategorie einer Modulkategorie einer endlich erzeugten Al-
gebra zeigen wir, dass beschränkter Typ stets endlichen Typ impliziert. Dies stellt eine
Variante der ersten Brauer-Thrall Vermutung dar. Eine volle Unterkategorie nennen wir
konstruierbar, wenn sie genau aus den Moduln besteht, die auf einem endlich präsentierten
Funktor verschwinden. Unser Ansatz verwendet das Zieglerspektrum eines Rings sowie eine
in der Arbeit hergestellte Verbindung mit dem Schema der endlichdimensionalen Moduln.
Wir betrachten außerdem eine Variante der zweiten Brauer-Thrall Vermutung in diesem
Zusammenhang. Diese Vermutung wird unter der Voraussetzung bewiesen, dass die Algebra
definierbare Krull-Gabriel Dimension hat, und ein Gegenbeispiel im allgemeinen Fall wird
angegeben. Außerdem stellen wir eine Verbindung zwischen Techniken der Matrixreduktion
und der Theorie der Reinheit her. Damit zeigen wir, dass Matrixreduktionen konstruierbare
Unterkategorien der Modulkategorie liefern. In Kombination mit der Verbindung zwischen
der Reinheit und exakten Strukturen ergibt sich daraus eine allgemeine Übersetzung von
Matrixreduktionen in Reduktionen exakter Strukturen.

Für die Modulkategorie einer Artin Algebra verallgemeinern wir Torsionspaare zu den
Torsionsidealpaaren, wobei Ideale von Morphismen anstelle von Unterkategorien betrachtet
werden. Wir charakterisieren auf verschiedene Weisen die funktoriell endlichen Torsionside-
alpaare, also diejenige mit besonders guten Approximationseigenschaften. Insbesondere wird
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eine Verbindung zu endlich präsentierten Unterfunktoren des Identitätsfunktors hergestellt.
Als Anwendung der Theorie verallgemeinern wir präprojektive Moduln, führen eine neue
homologische Invariante ein, die Torsionsdimension, und stellen ihren Zusammenhang mit
der Krull-Gabriel Dimension her. Wir vermuten, dass beide Dimensionen übereinstimmen.
Dies wird im kommutativen Fall bestätigt und auch für erbliche Artin Algebren verifiziert.
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