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Orthogonale Polynomlosungen von Differenzen-

gleichungen vierter Ordnung
von Peter A. Lesky, Stuttgart

Nach den Untersuchungen von Differentialgleichungen vierter Ordnung auf (positiv defi-
nite) orthogonale Polynomlésungen durch H.L. Krall ([1],[2]), A M. Krall ([3], [ 4 ]),
W.N. Everitt ([ 5]) und P.A. Lesky ([6], [ 7]) ist es naheliegend, auch Differenzen-
gleichungen vierter Ordnung auf (positiv definite) orthogonale Polynomlésungen zu
untersuchen. In | 1 |-[ 7 | sind folgende Polynomsysteme dargestellt: Hermite, Laguerre, Ja-
cobi, Laguerretyp, Legendretyp, Jacobityp (unendliche Systeme) und Romanovski-Jacobi,
Romanovski-Bessel, Romanovski-Pseudojacobi (endliche Systeme, | 8 |). Die Systeme Her-
mite, Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp zeichnen sich dadurch aus, daf sie iiber
dreigliedrige Rekursionen fiir die Polynomkoeffizienten entstehen (Hermite und La-
guerretyp als symmetrische Polynome). Hier erfolgt eine entsprechende Untersuchung von
Differenzengleichungen vierter Ordnung iiber dreigliedrige Rekursionen fiir die Polynom-
koeffizienten.

1 Polynomlésungen von linearen homogenen Differentialgleichun-
gen vierter Ordnung

Fiir die Polynomlgsungen y, () vom n-ten Grad in z (n = 0,1,2,...) der Differentialglei-
chung
Py () + Py(x)y,, (2) + Py()y, (z) + Py (2)y,(x) = Ay, () (1.1)

zeigt der Ansatz a ak
y, () = Zan,@ (n=0,1,2,...; a,, #0), (1.2)
k=0

dak fiir die Koeffizienten von (1.1) nur Polynome
Py(x) = ey + €7 + ‘5’4,21'2 + 64,3$3 + 64,4$4a Py(z) = eg + 3,7 + 63,2$2 + 63,3373>
Py(x) = €0 + €37 + 62,2x27 Py(x) = €10+ ep,2 (1.3)
in Frage kommen. Nach dem Einsetzen von (1.2) in (1.1) liefert der Koeffizientenvergleich
bei 2—7 die Eigenwerte
A, =n {61,1 +(n—=1)ego+(n—1)(n—=2)ez3+ (n—1)(n—2)(n—3) 6474}
. (n=0,1,2,...). (1.4)

Der Koeffizientenvergleich bei % liefert

(k=n)ey a,, + €100, 1+ (B =n)(k+n—1)eg9a,, +key 10,1+ €00, 0+

+(k = n) [k* +kn+n*—=3(k+n)+ 2] €330, + k(K —1) e300, 11 +kega,, ot

+€300y g3 + (B —n) [k* + k*n + kn® +n® — 6(k* + kn 4+ n?) + 11(k +n) — 6] -

ey 40y, Rk —1)(k—2)ey3a, 4oy + Rk —1) e300, 40+ key 10, 403+ €400, 004
0. (1.5)



Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit wird (1.5) noch folgendermafen umgeordnet:
an ek —n){e; +(k+n—1) ey + K> +kn+n? —3(k+n)+2] e55+
+ [k* + k*n 4+ kn® + n® — 6(k* + kn+n?) + 11(k+n) — 6] ey 4} +
+yp i1 {6170 +keyy +Eh(k—1)ezy+k(k—1)(k—2) 64’3} +
o {20+ kesy +k(k—1) era) + A keg )+ Uy oya€a0 = 0

(k =n,n— 17 s 1 07 ann 7é 07 an,n—l—l = an,n+2 = an,n+3 = an,n+4 = 0)

(1.6)

Die folgenden vier Fille entstehen mit der Dreigliedrigkeit von (1.6):

Hermite: e, =1;¢,, =€, =¢,3=¢,,=0; €3, =2 (¢ € R\ {0});
€30 = €39 =33 =0;€y0=2e7(T ER), ey, = 4e?; ey =0;
ey, =4e* (T —1); e,y (symmetrisch).

Legendretyp: e, =1,¢,,=—2,¢,,=1;¢,;, =€,3=0; €3, = =8, €33 =38;
€30 =630 =056 = —4(t +3) (t ER), ey =4(t+3); €9, =0;
e, =8t;e,4=0 (symmetrisch).

e31 =4, €30 =—2(r+4)(r€R), e33=2(r+2);e35=0;
eo1 = —1(f+4)(fER), e99 =7(r+ f+3); e99=0;
€10~ r(2 - f), €11 = r(rf—2).

Bei den Systemen Laguerre, Jacobi, Romanovski-Jacobi, Romanovski-Bessel und
Romanovski-Pseudojacobi bleiben in (1.6) fiinfgliedrige Koeffizientenrekursionen bestehen.

2 Polynomlésungen von linearen homogenen Differenzenglei-
chungen vierter Ordnung

Fiir die Polynomlosungen y,,(z) vom n-ten Grad in = (n = 0,1,2,...) der Differenzenglei-
chung*

Qu(2) A%, (2) + Q3(2) A%, () + Qa () A%y, (2) + Q) (2) Ay, (2) = poy,(z +2)  (2.1)
(A9,(2) = g+ 1) = (@) 5 Ay, (2) = A (AT 1y, (1)) ) zeigt der Ansatz (| 8 ])

ank(xH“_Q) (n=0,1,2,...; b, #0), (2.2)

*Das ,Storglied” p,,y,, ( + 2) wird im Hinblick auf die Orthogonalitét verwendet.
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dak fiir die Koeffizienten von (2.1) nur Polynome

Qu(r) = fyo+ far7+ f4,23€2 + f4,3$3 + f4,4$4a Qs3(7) = fao+ fa17 + f3,23€2 + f3,3$37
Qy(x) = fz,o + f2,11' + f2,21'2> Qi (x) = fl,O + f1,11' (2.3)

in Frage kommen. Vor dem Einsetzen von (2.2) in (2.1) erfolgen fiir die Polynome (2.3)
noch gewisse Vorbereitungen:

r+k—-21Y\ z+k—2 rz+k—2
x( k—r )_(k_T+1)<k—r+1)+(2_T>< k—r )
(r=1,2,3,4);

x2<x7€‘f;2):(k—s+2)(k—s+1)<iflz;§)+(k—s+1)(5—23)-

.<zt’;;f)+(s—2)2<9”;f;2) (s=2,3,4);
x3<x;ﬁ;2 ) :(k—t+3)(k—t+2)(k—t+1)<Zf’;;§)+3(k—t+2)~

-(k—t+1)(3—t)(zt]z;22)+(k—t+1)[3(3—t)(2—t)+1} (f{f’;;12>+

+(2—t)3(x;;li;2) (t=3,4);
x4<$:ﬁ;2):k(k—l)(k—Q)(k—3)<x+:_2>—2(k—1)(k—2)(k—3)~

.<x7€‘f;2)+7(k:—2)(k—3)<x7€‘f;2)—15(k—3)<x7€‘fg2)+
+16<x:f;2).

(2.4)
Ferner beachte man y, (z + 2) = A%y, (z) + 2Ay,,(z) + y,,(z), so dak mit dem Ansatz (2.2)

r+k—2 & r+k—2 & r+k—2

W (7 +2) ank( )+2an7k< Lo )+an7k< . )
k=1 k=0

(2.5)

entsteht. Nach dem Einsetzen von (2.2) in (2.1) und Koeffizientenvergleich
bei( T Z -2 ) ergeben sich die Eigenwerte

o= fra+ (0= faa+ (=D =2)fs5+ (=D =2)(n=3)f1s| (1=0,1,2,..).

(2.6)
Zum Aufbau der (zunédchst fiinfgliedrigen) Rekursion werden die vier Summanden von (2.1)
untersucht, wobei auch das Storglied Verwendung findet:
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[f170‘|‘f1,155] ibn,k (xZEIQ) =
y )[f10+f11}+zn:bnk($+z_2)kf1,1;

[bp+ﬁ¢ph&ﬂﬂ§:%k(xzf;2) M%}:%k(x+ﬁ2 )+
. +2ank<x+k ) ank<x+k 2”
SN (oS [IEARD oM s trsd J R0

+ (k= 1)fo0 — 21, +§:%k(z+k ) —Dfoo — MJ;

z+k—2
[f3,0+f3,1$+f3,2$ +f3,3$] bn,k( k—3 )—
k=3

—ank<“k ? Y o= foa + fua- f33}+zbnk<xj;f;2) [(-2)-

“fa1— (K —2)fs5+ (k_2>f3,3:|+zbn,k<$:ﬁl )(k_1>(k_2)f3,2+
+Zm(“k 2>k(k—1)(k—_2)f3,3;

- r+k—2
[f4,0 + f4,1$ + f4,2$2 + f4,3$3 + f4,41'4} Z bn,k ( k4 ) =

_ank<$+k )[fw 2fu1 +4fu0 — 8f43+16f44}+2bnk<9:—;€—652)'

[k 3f41 3(k — 3)f42+7(k5 3)f43 15(k — 3f44]+zbnk(x+652).
(= 2)(k = 3)f,, - 3k —2)(k—3)f4,3+7(k:—2)(k—3)f4,4]+an7k.
k=1

(IS 0= 000 - 200 =31 = 200 16 - 206 - 3]+

k—2
. r+k—2
+> by ( . ) k(k —1)(k — 2)(k — 3) f14- (2.7)
Jetzt ist erkennbar, dafThan durch Ausschaltung der Glieder mit dem Faktor (x _l'c_ﬁ ; 2)
T+ k—2 . C i .
und 4 zu einer dreigliedrigen Rekursion gelangen kann. Diese Ausschaltung

gelingt durch Erfiillung von
f30= far—Jfaotfazs foo=2fs1—4fs0+8f13—16f,4; fa1 =3f12—Tfi3+15f14 (2.8)
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Aufserdem ist noch eine Umformung der verbleibenden Binomialkoeffizienten nétig. Dazu
berechnet man

r+k—=2\_ (x+k-=-1\ (a+k-2\ (x+k-2)\ _
kE—1 B k—1 k—2 ’ k B

[+ Ek 9 r+k—1 n r+k—2 (2.9)
S\ k k—1 k—2
und erhélt aus (2.7)

[flo—i—fllx] ank ({E—l—ﬁl ) :an’k< )kf11+zbnk (l"l'ﬁzl)
k=0

.[f1,0 + fi1— 2/€f1,1} + mek <£L' —]L_E; 2) [_ fio— fi1 + kfm} :

k=1

(:c-lic-fl )+ank<x+k 2” ank(x—i—k) [k(k 1)f2,z—un]+

+ank(x‘]‘;f )[f2 — (2K = 1) fo| (k= 1) +ank(‘”‘£f;2).
'[f2o_f21( _1>+f22(k5_1)2}'

[y o+ fyo2® +f33x}ank<‘”+f 2) ank(“k)

Rk — 1) (k 2f33+2bnk(z+ﬁ )[fg2 2k fo| (k= 1)(k — 2)+
+ank(x‘]‘;f )[Jg,1 B fpa+ (B = K+ 1) fy| (k= 2);

[f470+ Fia® + fron® + fraa® + f4,4x4]zn:bn,k (“k’ ) ank< )
(k= 1)(k — 2)(k — 3f44+ank<x+f )[f43 20k +1) fua| (k = 1)k —2):

. 3+ank(”};ﬁ ) o= 642 g (2 k511, - 206 3),

Nach dem Einsetzen von vy, (x Z bk ( vHk=2 ) in die Differenzengleichung (2.1)

entsteht insgesamt (man beachte dle Erfiillung von (2.8))
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an,k(“’“){kfwk( 1) foo 4 k(k = 1)k = 2) fyg + k(k— 1)k —2)
= (b =3) fyuu— Nn} +
+ank<x‘,‘;k ){f10+f11 2k fuy (k= 1) for — (k= 1)(2k = 1) fopt
k=1

+(k=1)(k=2) f35—2k(k = 1)(k = 2) f55+ (k= 1)(k = 2)(k = 3) fy3 —2(k — 1)
'(k_2>(k_3)(k+1)f4,4}+

+ank < a:—]i:—k ) { f10 f1,1+kf1,1+f2,0_(k_1)f2,1+(k_1)2f2,2+

k=2

+(k =2 fsg — k(b =2) fsp + (B =k + 1)(k — 2) f35+ (k= 2)(k = 3) fyo—
—(k=2)(k=3)(k+2) frs+ (K +k+5)(k—2)(k—3) 15} =0. (2.10)

k
bgo 0k [fra+ (k= 1) fon + (k= 1)(k = 2) fy5+ (k= 1(k —2)(k = 3) fuu] -
-n [f1,1 +(n—1) f2,2 +(n—1)(n-2) f3,3 +(n—=1)(n—2)(n—3) f4,4] } +
+b,, k41 {fl,o +fia =20k +1) fiy+hfo —kQE+1) fou+(k—1)k f35—
=2k = 1) k(k+1) fas+ (k—=2)(k— Dk fi5—2(k—2)(k — 1) k(k +2) fu } +
+b,, k42 {_fl,O —fii v (E+2) fii+ foo— (B+1) fo +(k+ 1)? Jao + k? Ja1—
—k(k+2) foo+ (B> +3k+3)k fag+ (k= 1)k fyp — (k= 1) k(k+4) fy5+
+(k* +5k +11)(k— 1)k f,4} =0

(k=n,n—1,...,1,0; bn 70, by :bn7n+2:0).

Der Koeffizientenvergleich bei (x i k) liefert eine dreigliedrige Rekursion fiir die b, ,

(2.11)

3 Orthogonalitit fiir Polynomlésungen von linearen homogenen
Differenzengleichungen vierter Ordnung

In der Differenzengleichung (2.1) setzt man zweckméRig
Qu(x) = o(z +4), Q3(x) = 7(x +3), Qu(x) = p(z +2), Q(x) =y(x+1)  (3.1)
und multipliziert mit w(z + 2):

w(z + 2)o(x + 4) Ay, (x) + w(z + 2)7(z + 3) Ay, (z) + w(z + 2)p(x + 2) A%y, (v)+
Fwe +2)0(x + 1Ay, (r) = w(z +2) g, (r+2) (n=0,1,2,...). (3.2)
Wird w so bestimmt, daf die selbstadjungierte Form

A {w(z)o(z + 2)A%, (z)} + A{ [w(x + oz + 1) — A? (w(x —o(z+ 1))] " (3.3)

Ay, (x + 1)} =w(z+2)p,y,(x+2)
10



aus (3.2) entsteht, dann kann damit die Orthogonalitiat der Polynomlsungen y,, beziiglich
der Gewichtsfunktion w erreicht werden.

Zuerst bringt man die Differenzengleichungen (3.2) und (3.3) zur Ubereinstimmung. Unter
Verwendung der Produktregeln

Alf(z)g(z)] = f(z +1)Ag(x) + g(z)Af (), (3.4)
A?[f(x)g(z)] = f(z +2)A%g(x) + 2(Af(z + 1)) Ag(z) + g(x) A% f () (3.5)
berechnen wir
A? {w(z)o(z + 2)A2%, ()} = w(z + 2)o(z + 4) Ay, (z) + 2(A w(z + oz + 3)] )
A%y, (2) + (A2 [w(@)o(x +2)] ) A%y, (2)

und mit Verwendung von Ay, (z + 1) = A%y, (x) + Ay, (x) entsteht

A{[w@+ D@ +1) = A2z = Dol + 1)] [A%,(2) + Ay, (2)] } =

— [w( + (e +2) - A% (w(@)o (e +2) | [A%,(2) + A%, /2)| +

+ (Afwle+ Dple +1) = A2 (wlz = o(z + 1) | ) [A%,(2) + Ay, ()] =

= |w(z +2)p(x +2) = A (w(@)o(@ +2)) | A%y, (@) + {w(@+2)ple +2) -

— A (w(@)o(e +2)) + Alw(z + Dple + 1) — A% (wle — Dole + 1) | }A%y, @)+
+ (Alwl+ gz +1) = A2 (w(z — Do(z +1) | ) Ay, ()

Beide Ergebnisse werden zusammengefafst:

A {u(@)o(e + 2)A%, (@) }+
+A{ [w(x (e +1) — A? (w(z — Do(z + 1)) ] Ay, (z + 1)} -
= w(z +2)o (@ + )AY, (@) + [w@ +2)p(@ +2) + (s + ol + 1) -
—w(z)o(z + 2)} A3y (z) + [2w(x +2)p(r +2) —w(z+ ez + 1) —
—w(x +2)o(x+4)+ 3w+ 1)o(x+3) — 3w(z)o(r+ 2) + w(z — 1)o(z + 1)] .
A%y, (@) + [wle + (e +2) — w(z + Vg +1) — w(e + Aol +4) -
— 3w(z + 1oz +3) + 3w(@)o(z + 2) + w(z — Doz + 1)] Ay, (z).

Der Vergleich mit der Differenzengleichung (3.2) fiihrt bei A3y, (x) auf
w(z +2) [gp(x +2)+o(x+4) —7(z+3)| =w(x)o(z +2), (3.6)
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withrend der Vergleich bei A%y, (z) auf
A[w(x+ D(a + 1)] AP [w(x— Do(z + 1)] —0 (3.7)
fithrt. Somit liefert der Vergleich bei Ay, (x)

w(z +2)Y(x+1) =0. (3.8)

An die Stelle der Pearsonschen Differentialgleichungen (| 6 |) treten die Differenzen-
gleichungen (3.6), (3.7) und die Forderung (v +1) =0 (f, o= f1, =0).
Wird w aus (3.6) und (3.7) bestimmt, dann kann an die Stelle der Differenzengleichung
(3.2) mit ¢(z + 1) = 0 deren selbstadjungierte Form (3.3) treten.
Fiir die Orthogonalitéit der Polynomlésungen y, (x) beziiglich w als Gewichtsfunktion
multipliziert man die zu n gehérende Differenzengleichung (3.3) mit y,,(z + 2) und die zu
m gehorende Differenzengleichung (3.3) mit y,,(z+2) (n,m =0,1,2,...) und erhélt nach
deren Subtraktion
(=t ) ( + 2)y,, (2 + 2)y,, (¢ +2) =
- (A2{w(:c)a(x + 2)A2yn(x)} + A{ [w(:c (e + 1) — A2 (w(z — Do(z + 1)) } -
Ay, @+ 1)}yl +2)-
- (AQ{w(x)a(x n 2)A2ym(z)} + A{ [ (x4 Doz +1) — A? (w(z — o(z +1)) } :
Ay, (+ 1)}) v, (2 +2). (3.9)

Wendet man die partielle Summation

]B+1

fo+1Ag() F(@)g Zg JAf( (3.10)
(N=DB- AEN A—> —oo und B — oo moglich)

und die Produktregel (3.4) auf Teile von (3.9) an, so entstehen

M=

(A% {w(@)o(x+2)A%, (2)}) y(z +2) =

8
Il

B+1

(& )+ 2%, ()} oo + by -

rz=A

—Z A{w o(x+2)A yn(x)}) Ay, (x+1) =

B+1

" {w<x>a<x+2>A2yn<z>}>ym<x+1)] -

:(:A

|
— >

]B+1

~[{w(@)o( +2)A%, (2)} Ay,, (@ +Z{w o +2)A%, () A%, (x)}

(3.11)
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und

A
= [ [w(z+ ez +1) — A% (w(z — 1)o(z + 1)) Ay, (z + 1)}y, (x + 1)] —

r=

= { [w(az 4 Dz + 1) — A2 (w(z — Do(z + 1)) } Ay (z+ 1)} Ay, (z +1).
v=A (3.12)
Hier wird klar, warum im Storglied der Differenzengleichung (2.1) y, (z + 2) verwendet
wurde: Zieht man entsprechend (3.9) noch die mit m und n vertauschten Teile ab und
summiert von A bis B, dann entfallen beziiglich (3.11) die Summen

Z {w(x)o(z +2) A%, (x)A%,,(z)}
und bezﬁglich (3.12) die Summen
Z {[w(z+ Dz + 1) = A? (w(z — )o(z + 1))] Ay, (x + 1)} Ay, (x +1).

Somit ergibt sich schlieflich
B

(K = Han) Z (T + 2)y,(z + 2)y,, (z +2) =
= | (A {w(@)o(e +2)A%, (@)} g,z +1) - (3.13)

—{w(z)o(r + 2)A%,(2)} Ay,, () + ({w(ﬂf +Dp(z+1)-
~ A% (w(z — )o(z + 1))} Ay, (z + 1)) v, (z + 1)}

oder noch in einer anderen Form
B

(= ) > (@ + 2)y,(x + 2)y,, (x +2) =

~ [{w+ Do+ D —wle = Dol + D} Qg+ D+ D+ (3.14)
+w(z)o(x +2) {2 [Ay,(2)] Y, (z + 1) + [A%, (2)] y,, (2) } +
+w(z + o(x + 3) [Ady, (z) — Ay, (z + 1)y, (z + 1)

B+1

r=A

B+1
rz=A ’

Liegt die Verschiedenheit der Eigenwerte p,, vor, dann hat man Orthogonalitit der Poly-
nomldsungen y,, (z+2) von (2.1) beziiglich w(x+2), wenn rechts vom Gleichheitszeichen in
(3.13) bzw. (3.14) fiir n # m null entsteht (wegen (z +1) = f, o + fi12 gilt pg = py; =0,
worauf bei der Orthogonalitit geachtet werden muf). Das bedingt gewisse Eigenschaften

von ¢ und o in den ,Randpunkten A und B. Selbstverstindlich sind auch A — —oo und
B — 0o moglich, wenn w die erforderlichen Konvergenzeigenschaften erzeugt.
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Zur Erreichung der Orthogonalitat auf {A, A+1, ..., B—1, B} miissen ¢(x+1), o(x +
1), o(x + 2) und o(z + 3) so gewdhlt werden, daf einerseits

w(x+1px+1) —w(@—1)o(z+1), w(x)o(x +2) und w(x + 1)o(x + 3) (3.15)

firr=Aundx=B+1(N=B—-A€N; A— —oco und B — oo moglich) null sind,
andererseits die beiden Differenzengleichungen (3.6) und (3.7) und ¢ (x + 1) = 0 gelten.

4 Behandlung eines endlichen Spezialfalles

Es wird der einfachste Fall mit w(z) = 1 und Orthogonalitat auf {0,1,..., N} (A=0, B =
N) behandelt. Zunédchst wihlt man o derart, dak o(x + 3) und o(x + 2) fiir = 0 und
x = N + 1 null werden:

olz+4)=(@+1)(z+2)(z—-—N)a—-—N+1) =
=24+ 2(2— N)aB + (N2 = TN + 5)22 + (3N2 — TN + 2)z + 2N(N — 1) ;
olx+3)=z(x+1)(x—N—-1)(x—N) =
=a* —2Nz3+ (N?> = N —1)2® + N(N + 1)z;
olz+2)=(@x—-1)z(z—-—N-2)(z—N-1)=
=a2* =22+ N)z*+ (N +5N +5)z? — (N + 1)(N +2);
clx+1)=(x-2)x—1)(x—N-=3)(zx—N-2)=

=a* —2(4+ N)z3 + (N? + 11N + 23)z% — (3N? + 19N + 28)x + 2(N + 2)(N + 3).
(4.1)
Damit liegen die Koeffizienten von Q,(x) aus (2.3) fest:

f4,0 = 2N(N_ 1)a f4,1 = (N - 2)(3N_ 1)a f4,2 = N?— TN +5, f4,3 = 2(2 - N)a f4,4 =1
(4.2)
Mit diesen Koeffizienten sind die zweite und dritte Bedingung aus (2.8) erfiillt:
f4,0 - 2f4,1 + 4f4,2 - 8f4,3 + 16f4,4 =
=2N? —2N — 6N? + 14N — 4 + 4N? — 28N + 20 — 32 + 16N + 16 = 0,
Ja1 =3[+ Tl — 15/, =
=3N?—7N+2—3N?+2IN —15+28 — 14N — 15 = 0.
Im néchsten Schritt berechnen wir o(1) = 2(N + 2)(N + 3) und o(N +2) = 2(N — 1)N,
setzen ¢(z + 1) = az? + Bx + v und haben (1) = v und (N + 2) = a(N + 1)*+
+0B(N + 1) + . Im Sinne von (3.15) miissen die Gleichungen
(1) —=o(1) =) 7 =2(N+2)(N+3)=0
(e(N4+2)—a(N+2)=) a(N+1)*+38(N+1)+7—-2(N-1)N=0
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gelten; daraus folgen v = 2(N +2)(N +3) und a(N + 1) + 3 = —12.
Ferner muf die Differenzengleichung (3.7) erfiillt werden. Dazu berechnen wir Ap(x+1)=
20z+a+ [ und A%c(z+1)=12(2x— N —1) und haben fiir (3.7)

(Ap(z+1) = A’o(z+1)=) (a—24)z+a+F+12(N+1)=0.

Das liefert @ = 12 und 3 = —12(N + 2) (im Einklang mit a(N + 1) + 8 = —12), so dak
sich

o(r+1) = 120> = 12(N +2)z+2(N +2)(N +3) und p(z +2) = 122° — 12Nz +2N(N —1)
ergeben. Damit liegen die Koeffizienten von Q,(z) aus (2.3) fest: 9
Joo = 2N(N — 1), Jo1 = —12N, [y, =12. (4.4)

Es bleibt die Erfiillung der Differenzengleichung (3.6), wobei 7(z + 3) festgelegt wird:
7(243) = p(z+2)+o(r+4)—o(x+2) = 82° —12(N —1)z* +4(N? —4N +1)z+4N(N —1).
Damit liegen die Koeffizienten von Q5(x) aus (2.3) fest:

fa0 =4AN(N = 1), f3, = 4(N? — 4N +1), fap=—12(N —1), f35,=28. (4.6)
Mit diesen Koeffizienten ist die erste Bedingung aus (2.8) erfiillt:

fso— fa1+ fso— fa3 =4N? —4N —4AN? + 16N —4 — 12N +12 -8 = 0.

Wegen (x + 1) = 0 liegen noch f, ; = f, ; = 0 fest.
Damit liegt folgende Differenzengleichung vierter Ordnung vor:

[QN(N — 1)+ (N = 2)(3N — D)z + (N2 — TN + 5)2% — 2(N — 2)a® + 24| Aly, (2)+

+ [4N(N ~ 1)+ 4(N? — AN + Do — 12(N — 1)22 + 827 | Ady, (2)+

+ [2N(N ~ 1) 12Nz + 123:2] A2y (z) =

=y (x+2) mitp, =m—1nn+1)m+2) (n=012...). (4.7)

Die dreigliedrige Rekursion (2.11) erhélt folgende Gestalt:

bn,k{(k: — Dk + 1)(k +2) — (n — Dn(n + 1)(n+2)}—
~by w1 2k(k + 1)k +2)(N + k +2)+ (4.8)
+0, o+ 1A+ 2)(N+k+2)(N+Ek+3)=0

(k=nn—-1,n-2,...,1,0;b,,#0,b,,.1="0,,.2=0).
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Zur Berechnung der b, , ist noch folgende Umformung der Rekursion zweckméfig:
(n—k)(n—k+1) [n(n F1) 4+ (k—1)(k+ 2)] b+ (k+D(k+2(N+k+2)- (4

|2 bs = (N + K+ 3) b, ] =0
(k=n,n—-1,n-2,...,1,050,, #0,b,,,.1 = b,,, 1o =0). Man findet damit

N+n+1
bn,n—l - _fbn,n
und
b = (1) (n—1)(n—2)...(k—|—1)(N+n+1)(N—|—n)...(N—|—k:+2)b (4.10)
ik 2n —k)(2n—1)2n—2)...(n+k+1) A
(k=n—-2,n-3,...,1,0), so dak folgende Losungspolynome von (4.7) entstehen:

. (g;+n_2)+z":(1)j<N+;L+1)(?_11)(g;+n—2—j) .

n = 2(2@—1) n—y
j—1

(n=1,2,...) undyy(z) = 1; diese werden mit b, , = n! monisch.

(4.11)

Wir geben die (monischen) Polynome y, () und y,,(z +2) (n=1, 2, 3, 4) an:

N +4 N
w(n) =x— =5 wlo+2)=o— 3
N +3)(N +8 N —-1)N
yz(l’):l’2—(N+4>l‘+( T )6( T ), y2(x+2):m2—Nx—|—7( 5 ) ;
1 1
ys(z) = 2° — g(N+4)$2 + E(6N2 + 57N + 122)z — %(N+ 3)(N +4)(N + 14),

3 1 1
Ys(z +2) = 2° — 5N:c2 + 1—0(6]\72 — 3N +2)x — %(N?’ —3N? +2N);

1
yy(z) = 2 — 2(N + 4)a3 — ?(9N2 — 81N + 173)N?—

1 1
—?(2]\73 +33N? + 161N + 244)x + %(N +3)(N +4)(N + 5)(N + 22),
1 N
yy(z +2) = 2* —2Nz° + ?(9N2 — 3N +5)2* — 7(2N2 — 3N +5)z+
N 3 2
+%(N — 6N? + 11N —6).

Man beachte, daf im konstanten Glied von y,(z +2) (n =1, 2, 3, 4) nur Potenzen von N
vorkommen.
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Die (monischen) Losungspolynome (4.11) betrachten wir im Hinblick auf die Orthogonalitét
in der Form

(4 2) }:a (@z+2F (n=0,1,2,...;0q,,=1). (4.12)

Zur Berechnung der dreigliedrigen Rekursion**

yo($+2) =1, yi(z +2) =x+2— ¢, yn+1(1’+2) =

(4.13)
=(x+2—-c))y,(r+2)—d,y, (x+2) (n=1,2,3,...)

setzt man (4.12) in (4.13) ein und erhélt durch Koeffizientenvergleich bei (x + 2)™ und
(z +2)"!

Cop = _al,O; Cpn =01~ X¥pi1ps dn =Qppn—2 " Xpiin-1— Can,n—l

(4.14)
(n:17 2,3,...;0[1’_1:0).

Zur Aufstellung der Rekursion geniigen also v, ,, ; und «,, ,,_,. In diesem Sinne werden die
entsprechenden Koeffizienten aus (4.11) berechnet:

n
4.15
L oaA D) k- Dt D@ +2) ., (4.15)
=1+ —Fa  + A R
2 24
j N4+n+1 n—1
n (1) | T |
J J <x+n—j)‘_
. nt =
s 2(2@—5) n-—j
/ , (4.16)
__n(N—i—n—i—l)xn_l_n(n—l)(N+n+1) n—2
N 2 4
nn—1>*N+n)(N+n+1) , ,
42n —1)
Damit entstehen
1 N 1 N
Oénn_lzn(n_'_ >—n( +TL+ ):—n— (’)’1,2172,3,,0511:1)
) 2 2 2 ’
und
N nN (n+1)N N
Co= —Q10 = 5’ Cn = Qpp1 — Qpyip = _T_I—T = 5 (n:17 2, 3, )
(4.17)

** Analog wie in [ 8 | kann die Existenz einer dreigliedrigen Rekursion gezeigt werden.
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Ferner ergibt sich

g = %{G(n— 1)N? —6N+(n—2)(n+1)} (n=1,2,3...;0,_,=0)

zur Berechnung von

n
n— Opno2 " Wpi1pn 1" Clyp 1= _m{(n - 1)2(27’L + 1>N2 -

—(n—l)(2n+1)N+é( 2)(n? = 1)(2n + 1) — n(n + 1)(2n — 1)N?4
(

nN?
+(n+1)(2n—1)N—6(n—1)(n+2) 2n—1)}+ = (4.18)
n nN?
= — 3 (—4n? 1)N? +2nN —n(n? —1 —
4(4n2—1){( n kDN 420N —nn? = 1)} + 1
B nN2+n2(N—|—1—n)(N—{—1+n)+nN2_nz(N+1—n)(N+1+n)
4 4 4 4(4n? — 1)
(n=1,2,3,...).

Nun wird die mit dem Satz von Favard zusammenhéngende Theorie fiir positiv definite

(endliche) Orthogonalsysteme herangezogen (| 8 |).

Man erkennt, daf die d,, fir n = 1, 2, ..., N positiv sind, wihrend d_, = 0 ist, so daf

nur ein endliches positiv definites Orthogonalsystem mit N 4 1 Polynomen entstehen kann.
N

Fiir die (positiven) Normierungsfaktoren o, = dyd, ...d, mit d, = = Zyo(x) =N+1

ergibt sich

N—l—l—l—n)(2n+1)! nog2 »
Un:< n H 2 (n:17277N700:N+1)7 ( )
2nt1 o e

also hat man fiir die Polynomlosungen y, (z + 2) von (4.7) die Orthogonalitétsrelation

N

d 1y (r+2) -y, (e+2) =
=0
0 fiir n # m,

N+1l+n) @n+1) 5 K N
— < o+ 1 ) I H4k:2 firn =m (#0) ,

N+1 fiir n:m(:O)

(4.20)

(n,m=0,1,..., N).
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