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Abstract

It is shown that finite symmetric groups S, are determined by their complex group algebra,
i.e. if G is a finite group with CG = CS,, then it follows that G = §,,.

1 Introduction

Let G be a finite group whose complex group algebra is isomorphic to that one of the symmetric
group S,. It is shown that G is isomorphic to S,.

The question whether a finite group is determined up to isomorphism by its group algebras
over all fields has been raised by R.Brauer in his famous lectures on modern mathematics 1963 [3|
Problem 2*]. It is well known that in general the answer is negative [4]. But a finite simple group
may be determined solely by its complex group algebra.

A significant sketch of the proof that the complex group algebra of a finite simple group G
determines G up to isomorphism provided G is a sporadic simple group or G is isomorphic to an
alternating group A, has been given in [I2]. For the case of alternating groups a complete proof
has been worked out in the author’s Diplomarbeit [15].

Tong Viet obtained as well the result for the symmetric groups (cf. arXiv:1103.3939v1 [math.GR]).
As will become transparent this preprint demonstrates that the author obtained the result on the
symmetric groups independently to Tong Viet. Indeed the proof given differs from that one of
Tong Viet. The author notes that he announced (including the main steps for a proof) the result
for the symmetric groups in his talk on the DFG - Schwerpunktsworkshop at the RWTH Aachen
March 2010. Finally it is noted that the complex group algebra also determines a finite simple
group of Lie type defined over a prime field up to isomorphism. This was announced by the author
already at the Darstellungstheorietage in Kaiserslautern 2009 ( as well again at the workshop in
Aachen mentioned above).

2 Hauptsatz
Satz 2.1 Sei G eine symmetrische Gruppe Sy, H eine Gruppe mit CG = CH. Dann folgt G = H.
Bevor wir mit dem Beweis beginnen benétigen wir noch einige grundlegende Resultate und Begriffe.
Definition 2.2 Fine Partition A von n € N ist definiert als A = aq, ..., as mit

e a1+ ...+as=n

e a1 >...2as>1
Alternativ als aq,...,a, mit a; = 0 fiir ¢ > s.

Es sei aulerdem
Al =a1+ ...+ as

die Ordnung von A und
|Al|=a2+...+as

das Gewicht von A.

Definition 2.3 (Partition) Sei D = ao,...,a,, dann nennt man Partitionen A mit A = aq, as, ..., ay

vom TypD.

Definition 2.4 Sei D = d,,...,d, eine Partition von k € N, dann ist fiirn > k+d; die Partition
n/D definiert als n/D =n — k,dy, ..., dg.



Satz 2.5 |
n!
A) = H -F
5(A) (A (Haken-Formel)

0(A) = Z 0(B) (Branching-Law)
B:A

Definition 2.6 Sei D = dy,...,d eine Partition von k und n > k + dy,dann ist die Funktion
pp definiert via:
¢p:N—=Nn— d§n/D)

Definition 2.7 (n-minimal) Sei P eine endliche Menge von Partitionen. Man sagt dass P zu
minimalen Graden von S, fihrt, oder kurz P ist n-minimal wenn Folgendes gilt:
Ist A eine primdre Partition von n, so dass A #n/D fir alle D aus P, dann ist §(A) > 6(P,n).

Definition 2.8 (Stabilitét) FEin Paar von reellen Polynomen P, () heifft stabil bei N € N,
wenn fir z > N gilt: (Q — P)(x) # 0.

Entsprechend heifit eine Menge S von Polynomen stabil bei IV, wenn je zwei Elemente von S stabil
bei N sind.

Im weiteren sein zu Partitionen C' und D die Bezeichnung C [ D dquivalent zu p¢ [ pp.

Satz 2.9 ([17],Main Theorem 1) Sei k > 0 und P die Menge der Partitionen D mit |D| < k.
Sei v, = 6(Px) und sei By definiert als: By = 1, By =7, Bo =9, B3 = 15, By = 22, B, =
14 (k+1) (v + 1) fiir k> 5.

Dann gilt:

1. Py ist n-minimal fiir n > By,
2. By ist die kleinste natirliche Zahl N, fir die Py fir n > N noch n-minimal ist.

3. Py ist stabil bei By.. Dabei ist die Stabilitit von einer Menge von Partitionen so zu verstehen
ist, dass die zugehorige Menge von Polynomen stabil ist.

Mit dieser Aussage erhalten wir eine Liste der kleinsten, irreduziblen Charaktergrade der symme-
trischen Gruppe. Die Anzahl der Charaktere in der Liste hingt von der Grofle von n ab und ist
stets gegeben durch die Partitionen (n — k, x).

Satz 2.10 ([15],Proposition 2; [12], Proposition 2.3) Seien: dy =1,
d1 =N — 1,

dy = in(n — 3),

&y = {n—1)(n-2),
dy = in(n —1)(n—5),
ds = L(n—1)(n - 2)(n -
dg = gn(n —2)(n—4),
dr = 5in(n—1)(n—2)(n—7),

ds = 57(n —1)(n—2)(n — 3)(n —4).
Dann gilt:

3),

o Fir7<mn<9, sinddy,d; die Grade der zwei kleinsten, irreduziblen Darstellungen der A,,.

o Fir10 <n <14, sind dy,dy,ds,ds die Grade der vier kleinsten, irreduziblen Darstellungen
der A,,.

o Fir 15 < n < 21, sind dy,dy,ds,ds,dy,ds,ds die Grade der sieben kleinsten, irreduziblen
Darstellungen der A,.

o Fiir 22 < n, sind do,dq,ds,ds,dy,ds,ds,d7,ds die Grade der neun kleinsten, irreduziblen
Darstellungen der A,.



Auflerdem ezistiert zu jedem der Grade genau eine irreduzible Darstellung der A,,.

Ein Beweis findet sich in [I5] die Argumente sind Verallgemeinerungen des obigen Satzes von
Rasala

Lemma 2.11 (Clifford, [7], Ch. V, 17.3) Sei G eine Gruppe, N <G ein Normalteiler von G.
Sei weiter x € Irr G ein irreduzibler Charakter von G. Dann gilt xn(1) = ey(1) mit v € Irr N
und e | |G : N|.

Zentral fiir den Beweis des Hauptsatzes ist die folgende Verallgemeinerung eines Satzes von A.
Balog, C. Bessenrodt, J. B. Olsson und K. Ono ([I] Thm 2.4).

Satz 2.12 Sei G2 S,,, n > 5 und x € Irr(S,). Sei weiter x(1) = 2p® mit p ungerade prim sowie
a € N. Dann gilt x(1) =n — 1, oder es handelt sich um einen der folgenden Fille:

en=5mit A= (3,1,1) und f =6
en=06mit A\=(3,1,1,1) oder A= (4,1,1) und f =10

e n=_8mit \=1(2,2,2,2) oder A = (4,4) und f) =14

(
(
en="7Tmit A\=(2,2,1,1,1), A\ =(2,2,2,1), A= (4,3) oder A = (5,2) und f) =14
(
en=9 mit \=(3,2,2,1,1) oder A =(5,3,1) und f\ = 162

e n=12mit A\=1(2,2,1,1,1,1,1,1,1,1) oder A = (10,2) und f\ = 54

Der Beweis findet sich im néchsten Abschnitt.
Der Beweis des Hauptsatzes [2.1] gliedert sich in 5 Schritte.

1. H/H' = C

2. H' ist perfekt

3. Sei x € Irr H' dann folgt x(1) € ¢d Sy, oder 2x(1) € cd S,,
4. H' = A,

5. H~ S,

Beweis Schritt 1.

Da S, genau 2 irreduzible Charaktere vom Grad 2 hat, gilt dies auch fiir H. Damit ist H nicht
perfekt und hat ein abelsches Bild. Dieses Bild kann nur Ordnung 2 haben. Also gilt H/H' 2 Cs.

Schritt 2.

Sei x € Irr H' ein nicht trivialer irreduzibler Charakter vom Grad 1.
Da H keine irreduziblen Charaktere vom Grad 2 besitzt und |H : H'| = 2 ist, folgt, dass x 2, die
Summe zweier nicht trivialer irreduzibler Charakter vom Grad 1 von H ist, wobei einer der beiden
Charaktere eingeschrinkt auf H' y ergeben muss. Dies ist nicht méglich, da sdmtlich Charaktere
vom Grad 1 von H eingeschriinkt auf H' trivial sind.
Damit ist der einzige Charakter vom Grad 1 in H’ der triviale und H’ somit perfekt.

Schritt 3.



Es gilt H' <« H. Damit miissen nach Clifford alle Charaktergrade von H’ von der Form %
mit x(1) € cd H und q | |H : H'| sein.
Wegen |H : H'| = 2 folgt damit die Behauptung,.

Schritt 4.

Da H'’ perfekt ist, existiert ein einfaches, nicht abelsches Bild @ von H'.
Fiir @ kommt also eine alternierende, sporadische oder eine endliche, einfache Gruppe vom Lie-
Typ in Frage.
Betrachten wir diese Fille im Einzelnen.

a)

Sei @ eine alternierende Gruppe A,,

Da |Q| | |H'| | |H| = |Sn] gilt, muss aus Ordnungsgriinden m < n sein.

Weiter ist () ein Bild von H’ und damit muss ¢d Q C cd H' gelten.

Der kleinste, nicht triviale Charaktergrad von S,, ist nach Satz [2.12]n — 1.

Nach 3) ist der kleinste Charaktergrad von H' damit entweder n — 1 oder ”Tfl

Der kleinste nicht triviale Charaktergrad von @ ist nach Satz 2.10]m — 1.

Angenommen der kleinste Grad von H' wire n — 1, dann folgt m —1 >n — 1.

Da |Q| aber |H'| teilt, muss m < n gelte. Es folgt also m = n und damit aus Ordnungsgriinden
H=Qx=A,.

Sei der kleinste, nicht triviale Grad von @ also "7*1

Fiir den niichst grofleren Grad aus e¢d H kommen nach und 3) fiir n > 9 entweder in(n — 3)
oder in(n — 3) in Frage.

In beiden Fillen ist der Grad wegen m < n sicherlich grofler als m — 1.

Damit miisste dann aber m — 1 = "7_1 und damit m = "TH gelten.

Nach Lemma hat dann der zweitkleinste nicht triviale Charakter von @ = A,, den Grad
l(LH)L*E’
o\ )2 -

Da die Menge der Charaktergrade von @ Teilmenge der Charaktergrade von H' ist, darf dieser

Grad nicht zwischen m — 1 und n(n — 3) liegen.

= i(n+1)(n—>5) > I(n)(n—3)

=n?2—4n—5>2n2 —6n

S0>n2-2n+5

Da dies offensichtlich ein Widerspruch zu n > 1 ist, tritt der Fall nicht auf.

Fiir die Fille n < 9 betrachtet man einfach die Menge der moglichen Charaktere, die von S,
kommen kénnen, und vergleicht diese mit denen der alternierenden Gruppen fiir m < n und findet
immer einen Charaktergrad in den alternierenden Gruppen, der nicht in cd(H') liegt.

Damit ist der Fall Q = H' = A,, die einzige Moglichkeit fiir @, eine alternierende Gruppe zu sein.

b) Sei @ eine endliche, einfache Gruppe vom Lie-Typ.
Bekanntermaflen hat @@ dann mit dem Steinbergcharakter mindestens einen Charakter mit Grad
p®, p Primzahl, a € N.
Damit ein solcher Grad in H’ auftreten kann, miisste ein Grad der Form p® bzw. 2p® in H und
damit auch in 5, existieren.
Nach [I] hat S, fiir n > 9 genau dann einen Charaktergrad der Ordnung p®, wenn n — 1 = p® gilt
(vgl. Satz . Da n — 1 der minimale nicht triviale Charaktergrad ist, miisste der Steinbergcha-
rakter der minimale Charakter von @) sein. Diesen Fall gibt es aber nicht (vql. [20] und [I3]).
Bleibt also noch die Moglichkeit, dass der Charakter den Grad 2p® hat. Nach Satz gilt dann
aber bis auf wenig kleinere Ausnahmen n — 1 = 2p® und der Steinberg Charakter wire wieder der
minimale Charakter, was, wie oben beschrieben, nicht moglich ist.
Man iiberpriift nun noch leicht, dass weder die Ausnahmen aus [I] noch die aus Satz einen
moglichen Kandidaten liefern.



c) Sei @ eine sporadische Gruppe.

Diesen Fall iiberpriift man leicht mit Hilfe eines Computers. Fiir jede sporadische Gruppe S
beginnt man mit der kleinsten symmetrischen Gruppe S,,, deren Ordnung grofier oder gleich der
von S ist. Nun vergleicht man die ersten Grade der symmetrischen Gruppe und den halbierten
Grad mit dem minimalen Grad von S. Liegt dieser echt zwischen zwei dieser Grade bricht der
Algorithmus ab, da die Gruppe kein Kandidat ist. Stimmt der minimale Grad von S mit einem
der Grade iiberein nimmt man den zweit kleinsten Grad von S usw. Nun folgt die nichstgrofiere
symmetrische Gruppe, solange bis der kleinste Grad von S echt kleiner als der von S, ist.

Schritt 5.

Es ist nun also H' = A,,, damit muss H C Aut(A,) gelten.
Beachte der Fall A,, x C; kann nicht auftreten, da | Irr(A,)| > 3| Irr(S,)]|.
Daraus folgt aber bis auf den Fall n = 6, dass H = S, gilt.
Eine direkte Inspektion der Charaktertafeln zeigt den Fall Sg.

3 Beweis von Satz 2.12

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass es bis auf wenige Ausnahmen in der symmetrischen
Gruppe keine irreduziblen Charaktere x gibt, deren Grad die Form x(1) = 2p® mit p prim hat.
Der Beweis lehnt sich stark an die Arbeit [I] von Balog, Bessenrodt, Olsson und Ono iiber
Primpotenz-Grade der symmetrischen Gruppe an.

Es geniigt, den Beweis aus [I] an den Stellen zu verdndern, an denen verwendet wird, dass es sich
um einen Charakter von Primpotenz-Grad handelt. Dies soll im Folgenden geschehen.

Zuniéchst wollen wir aber noch die Beweisschritte aus [I] betrachten.

Die Idee der Arbeit besteht darin zu zeigen, dass Primpotenz-Grade nur dann auftreten wenn die
zum Grad gehorige Partition bis auf einen kleinen Teil einer Hakenpartition entspricht.

Zunichst wird also ausgeschlossen, dass eine Partition in Form eines Haken einen Primpotenz-
Grad beschreibt, der nicht durch die vorhergesagten abgedeckt ist.

Da der Grad einer Hakenpartition durch einen Binomialkoeffizienten beschrieben wird ldsst sich
dies iiber entsprechende Resultate fiir Binomialkoeffizienten zeigen.

Damit kann im Weiteren davon ausgegangen werden, dass es sich bei der gesuchten Partition nicht
um eine solche Hakenpartition handelt.

Nun zeigen die Autoren iiber einige technische Lemmata, dass man unter dieser Annahme Serien
von natiirlichen Zahlen konstruieren kann, die alle als Hakenléngen der ersten Spalte auftauchen
miissen.

Die Beweise fiir die Lemmata und Propositionen lassen sich wie unten gezeigt auf Grade der Form
2p® erweitern.

Mit diesen Schritten wird dann die folgende Proposition bewiesen.

Proposition 3.1 ([1],Proposition 2.11) Sei A eine Partition von n. Seien weiter s1 < sz <
< s < nund ty < to < ... < t. < n Folgen natirlich Zahlen die, die nachfolgenden
Bedingungen erfiillen.

o s; < t; fir alle i

e s1 und ty sind Primzahlen > &

o Firl <i<r—1 beinhalten s;11 und t;y1 Primfaktoren die gréfler als 2n — s; — t; sind
Dann sind s1,...,s, und t1,...,t. Hakenldngen der ersten Spalte von A.

Eine solche Serie lidsst sich dann verwenden um eine obere Schranke fiir den Grad eines solchen
Charakters zu erhalten. Genauer zeigen die Autoren die folgende Proposition.



Proposition 3.2 ([I],Proposition 4.1) Sei A eine Partition von n und ¢ = n — hy. Sei weiter
p eine Primzahl und | die natirlich Zahl mit p* < n < pt' und fx der zur Partition A gehérende
Grad.
Dann gilt

vo(f2) < vp((2+2)!) + 21

und insbesondere auch

(f)p S nP((2e+2)1),

Findet man also eine Serie von Zahle wie in die nahe an n endet, so erhilt man mit eine
gute obere Schranke fiir die grofe des Charakters.

Mit eingen Zahlentheoretischen Argumenten zeigen die Autoren nun, dass sich fiir n > 3,0610%
Serien konstruieren lassen, die zu n — hy = ¢ < 225 fithren. Aulerdem wird gezeigt, dass sich im
Falle 43 < n < 9,2510% nachrechnen lisst, dass es Serien der Gestalt gibt, dass n —h; = c < 4
gilt.

Mit den erhaltenen Schranken lassen sich nun die Resultate von Rasala aus [I7] iiber die minimalen
Grade der S,, verwenden um zu zeigen, dass der gesuchte Charaktergrad in einer Liste dieser
minimalen Grade liegen muss.

Dies fiihrt aber zum Widerspruch, da diese Grade in allen Fillen die nicht von Satz[3.3| abgedeckt
werden, mehr als einen ungeraden Primteiler enthalten.

Die fille fiir n < 43 werden dann direkt anhand der Charkatergrade gepriift.

Will man Satz [3.3] auf Grade der Form 2p® erweitern, so muss man lediglich die Beweise und
Abschétzungen aus [I] anpassen, sofern diese verwenden, dass f) eine Primpotenz ist. Priift man
dann noch die kleinen Félle erhélt man das gewiinschte Ergebnis.

Satz 3.3 ([1],Theorem 2.4) Sei \ eine Partition von n. Dann gilt fy = p* fir eine Primzahl
p und a > 1 genau dann wenn n = p® + 1, X = (p, 1) oder X = (2,17 ~1), und fy = p® oder es
handelt sich um einen der foglenden Fille:

en=4,\=(2?%), fA=2

e n=>5 A= (221) oder A= (3,2), fA=5

e n="0, A= (4,2) oder \ = (22,1%), /A =9
)

en=6A=(3,21), fr=16

en=_8 A=

(
(
(

e n =06, A= (3%) oder \=(2%), fA=5
(3
(5,2,1) oder A = (3,2,1%), fy = 64
(7,

e n=9,\=(7,2) oder A = (22,15), A =27

Im Beweis von Satz [2.12] sollen nur die Teile gezeigt werden, die veréindert werden miissen wenn
man die Annahme f) = p® auf f) = 2p® andert.

Zuerst werden Proposition 2.2 und 2.9 sowie Lemma 2.11 von [I] auf Grade der Form 2p* ver-
allgemeinert. Anschliefend miissen in Abschnitt 4 noch die beiden Abschétzungen gegeniiber den
minimalen Graden und die Uberpriifung der minimalen Grade auf die Form 2p® angepasst wer-
den. Danach bleiben nur noch die Falle n < 45, die man leicht mit Hilfe eines GAP-Programms
iiberpriift.

Beweis Der Beweis von Satz teilt sich in die folgenden Schritte:
1. Verallgemeinerung von Proposition 2.2 aus [I]
2. Verallgemeinerung von Proposition 2.9 aus [I]

3. Verallgemeinerung von Lemma 2.11 aus [I]



4. Verallgemeinerung der Abschétzungen in Abschnitt 4 aus [I]
5. Uberpriifung der minimalen Grade

6. Direkte Uberpriifung der verbleibenden kleinen Fille.

Schritt 1.

Proposition 3.4 Eine Partition A = (n — k,1¥) hat genau dann die Form 2p® mit p ungerade,
prim, wenn X € {(n —1,1)(2,1"72),(3,1,1),(3,1,1,1),(4,1,1)}.

Beweis OBdA konnen wir k& < "51 annehmen, da wir sonst die duale Partition betrachten

konnen, die den selben Grad liefert.
ES gllt f/\ = k!(n7&1+1))!n — (n_l)-k;i(n—k) .

Da sich im Z&hler k aufeinander folgende natiirliche Zahlen befinden kann man diese als Ny =
{n; :n; € {{n—-1),...,(n — k)}} so anordnen, dass n; = imodk mit i € {0,...,k — 1} gilt.
Entfernt man nun ng erhélt man eine Menge V;.

Esgilt n; =i+ 1k =i+ 1+ 1(k—1) und damit gilt no mod(k — 1) = ni_1 mod(k — 1). Man erhélt
modulo k—1 also wieder k—1 aufeinander folgende Zahlen in N;. Entfernt man nun wieder wie oben
das entsprechende Element, kann man auf diese Weise wegen k < ”7’1 jedem Term n — j genau ein
1 € {1,...k} zuordnen, das n— j teilt. Weiter gilt wegen k < "T’l und n—k > ”TH aber, dass ¢ ein
echter Teiler von n — j ist. Als Ergebnis bleibt also f) = W = Hle my mit my; > 2 und
my teilt n—1 fiir ein 4. Betrachten wir nun erst den Fall k > 3. Wegen ggT'(n—1,n—3) € {1,2} und
99T (n,n — 1) = 1 fiir alle n, muss n — 1 gerade sein. Ansonsten wiirde das Produkt mindestens
zwei verschiedene ungerade Primzahlen enthalten. Da 2 aber nur in erster Potenz im Produkt
auftreten darf, muss entweder n — 1 oder n — 3 beim Teilen nur ungerade Primzahlen liefern. In
beiden Féllen handelt es sich aber um Primzahlen, die nicht in n — 2 vorkommen. Damit enthélt
das Produkt aber wieder zwei unterschiedliche ungerade Primzahlen.

Sei also k = 2 es gilt fy = 1(n —1)(n — 2) weiter gilt gg7'(n — 1,n — 2) = 1 und damit muss
entweder n — 1 = 4 oder n — 2 = 4 gelten, was zusammen mit £k = 1 und n = 2p®+ 1 zu den obigen
Ausnahmen fiihrt.

Sei im Weiteren f) = 2p® mit p ungerade, prim. Sei f) weiter keine Haken-Partition und
fiL>n+1.

Schritt 2.

Proposition 3.5 Sei g eine Primzahl mit n — m; < ¢ < n, dann sind

n
Qa2q7a|::|q
q

Beweis Sei w = {%} ,n=wqg+r, 0 <r <gq.Laut Annahme gilt (w—1)¢ < (w—1)g+r=n—q <

Hakenlingen der ersten Spalte von A.

m1. Da my der Vielfachheit von 1 in A entspricht sind die Zahlen 1,2,...,m; alle Hakenléingen
der ersten Spalte. Insbesondere sind damit ¢, 2q, ..., (w — 1)g Hakenléingen der ersten Spalte. Gilt
wq < my bleibt nichts zu zeigen. Sei also m; < wgq. Es gibt hochstens w Haken, deren Lange durch ¢
teilbar ist (vgl. [L6] Proposition 3.6). Wenn nur die obigen (w—1) Haken in der ersten Spalte durch
¢ teilbar sind, so gilt ¢| f, da [];~,(ig) | n!. Nach Voraussetzung gilt dann f\ = 2(wg),. Damit
gilt dann f | wg < 2n und somit f) < 2n < %n(n— 3) fir n > 8. Sei h;; der zusétzliche Haken mit
durch g teilbarer Lange. Da A\ # (1™) ist mq < hg. Sei hy > mq, dann folgt h;; +ha1 > ¢+my > n.



Mit Korollar 2.8 aus [I] folgt dann j = 1. Sei ho = m, dann gilt A = (n — my,1™') und mit
m1 < wq muss ein durch ¢ teilbarer Haken in der ersten Spalte sein. Da aber n —m; < ¢ gilt muss
es sich um den (1, 1)—Haken handeln. Und somit gilt hi; = wq.

Schritt 3.

Lemma 3.6 Sei q eine Primzahl mit 5 < q < n, dann hat A mit f\ = 2p® einen Haken der Linge
q.

Beweis Angenommen, A hiitte keinen Haken der Lénge ¢, dann folgt mit der Hakenformel ¢| f»
und wegen ¢? { n! nach Voraussetzung f) = 2¢. Nun gilt aber n — 1 < 2¢ < 2n < %n(n — 3) fiir
n > 8 was nach Satz nicht moglich ist. Und damit hat A einen Haken der Lange q.

Schritt 4.

Mit Hilfe von Proposition [3.2] zeigen die Autoren der Arbeit,
wie sich der p—Anteil einer moéglichen Partition in Abhéngigkeit der Linge des ldngsten Hakens
abschétzen ldsst. Um diese Proposition in unserem Fall fiir 2p® zu verwenden geniigt es also die
Abschétzung zu verdoppeln.
Um also zu zeigen, dass sich der gesuchte Charkatergrad in der Liste der minimalen Grade befindet
zeigen wir

512n? < %n(n —1)(n—2)(n—3)(n-9)

fiir 43 <n < 9,7 x 10® und

1
19, 2 _ (1) H , .
2 n §T8'_18(n—/j/74—18+2)

fiir n > 9,7 x 108

Da die erste Abschitzung erst fiir n > 45 gilt miissen im Anschluss alle Fille bis n = 45 betrachtet
werden.

Von der Richtigkeit der zweiten Abschétzung iiberzeugt man sich leicht.

Somit bleibt noch zu zeigen, dass es fiir 925000000 < n < 970000000 in den Termen n(n —1)(n —
2)(n — 3)(n — 4) stets einen Primteiler ¢ gibt, so dass mit p; und po als grofite Primzahlen kleiner
n die Gleichung p; + p2 + ¢ > 2n erfiillt ist. Diese Fille miissen betrachtet werden, da in der
Orginalarbeit die Abschiitzung 24402 < 2D TT!_ 8(n — p; — 18 44) schon fiir n > 9,25 x 108 gilt.
Dies iiberpriift man leicht mit Hilfe eines entsprechenden Programms in GAP.

Somit kann n — h; = ¢ = 4 in Proposition fiir 43 < n < 9,7 x 10® angenommen werden und
wir haben die Falle fiir n > 45 behnadelt.

Schritt 5.

Fiir £ = 2 und k& = 3 iiberpriift man leicht, dass es in den Formeln fiir die minimalen Grade
bis auf die obigen Ausnahmen Terme gibt, die zu mehr als einer ungeraden Primzahl fiihren.
Fiir die restlichen Félle betrachtet man die ersten aufeinander folgenden Terme. Fiir k > 4 gibt es
hiervon mindestens zwei. Man geht nun wie folgt vor:

Gibt es nur zwei aufeinander folgende Terme n;, so ist deren grofiter gemeinsamer Teiler 1, es
diirfen also beim Teilen nur eine 2 und eine Primzahl aus einem der beiden Terme iibrig bleiben.



Damit muss aber ny < 2H(D) gelten, wenn H (D) das Produkt der Hakenlingen der oberen k&
Haken bezeichnet.

Gibt es drei aufeinanderfolgende Terme, so muss nong < 2H (D) gelten. Bei vier Termen kann als
grofiter gemeinsamer Teiler maximal 3 auftreten und somit muss nonsng < 6H (D) gelten.
Weiter sieht man leicht anhand der moglichen Diagramme in k, dass es fiir n > 7 immer mindestens
3 und fiir n > 10 mindestens 4 aufeinanderfolgende Terme gibt.

Mit diesen Informationen, ist es nun leicht zu iiberpriifen, dass fiir n > 45 keiner der Grade mit
4 < k <5 die Form f) = 2p® hat. Die selbe Uberprﬁfung fir n > 9,25 x 108 und 6 < k < 18
liefert auch keine weiteren moglichen Grade der passenden Form.

Schritt 6.

Die kleinsten Grade iiberpriift man leicht z.B. mit Hilfe von GAP und erhélt die oben beschrie-
benen Ausnahmefille.
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