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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Was ist π?

r

U ... Kreisumfang
A ... Kreisfläche
d = 2r ... Durchmesser

Aus

U = πd = 2πr A = πr2

erhalten wir zwei mögliche Definitionen:

π =
U
d =

U
2r

π =
A
r2
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Papyrus Rhind

The British Museum, Collection Online, EA10058
The Rhind Mathematical Papyrus
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Papyrus Rhind

Die Fläche eines Kreises mit Durchmesser 9
entspricht der Fläche eines Quadrats mit

Seitenlänge 8.

63 ≈ 64 Quadrate

Für π erhält man daraus:

π

(
9

2

)2

= 82

bzw. π = 82 ·
(
2

9

)2

= 64 · 4

81
=

256

81
≈ 3, 160
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Rekursion nach Archimedes

Es ist
Umfang� > 6 · Kante4

also
2 · π > 6

bzw.
π > 3

1

1
1
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Rekursion nach Archimedes

1

1 S6

h

S12

h2 +

(
S6

2

)2

= 1  h =

√
1−

(
S6

2

)2

(1− h)2 = 1− 2h + h2 = 2− 2

√
1−

(
S6

2

)2

−
(

S6

2

)2

S2
12 = (1− h)2 +

(
S6

2

)2

= 2− 2

√
1−

(
S6

2

)2
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Rekursion nach Archimedes

1

1 Sn

h

S2n

h2 +

(
Sn
2

)2

= 1  h =

√
1−

(
Sn
2

)2

(1− h)2 = 1− 2h + h2 = 2− 2

√
1−

(
Sn
2

)2

−
(

Sn
2

)2

S2
2n = (1− h)2 +

(
Sn
2

)2

= 2− 2

√
1−

(
Sn
2

)2
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Rekursion nach Archimedes

Rekursionsvorschrift

S6 = 1, S2n =

√
2−

√
4− S2

n

Genauso:

T6 =
2√
3
,

T2n =

√
16 + 4T 2

n − 4

Tn
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Rekursion nach Archimedes

Damit:
n · Sn < 2π < n · Tn

Ecken inneres n-Eck äußeres n-Eck
6 3.00000000 3.46410162

12 3.10582854 3.21539031
24 3.13262861 3.15965994
48 3.13935020 3.14608622
96 3.14103195 3.14271460

192 3.14145247 3.14187305
384 3.14155761 3.14166275
768 3.14158389 3.14161018

1536 3.14159046 3.14159703
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Rekursion nach Archimedes

Tafel der Fleißigen:

Archimedes ca. 250 v.Chr. 96 Ecken 3 Stellen

Liu Hui nach 263 3072 Ecken 6 Stellen

Zu Chongzh ca. 480 3 · 212 Ecken 7 Stellen
Dschamshid Mas’ud
al Kashi

1424 3 · 228 Ecken 16 Stellen

Ludolph van Ceulen 1610 262 Ecken 35 Stellen
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Neue Formeln für π

John Wallis (1655):
π

2
=

2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· 6
5
· 6
7
· 8
7
· 8
9
. . .

2 4 6 8 10 12 14 16
1

1.5

2

Anzahl Rechenschritte

π
2

Multipliziert man die ersten 100 Brüche, erhält man nicht einmal die ersten 2 Stellen!
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Neue Formeln für π

William Jones: Für α = 2
√
3 ist

π = α− 1

3

3α

9
+

1

5

α

9
− 1

7

3α

92
+

1

9

α

92
− 1

11

3α

93
+

1

13

α

93
. . .

lieferte π in 1706 auf 100 Stellen:

William Jones: Synopsis Palmariorum Matheseos, S. 243. In: Göttinger Digitalisierungszentrum.
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Neue Formeln für π

Es ist
arctan x = tan−1 x = x − x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
∓ . . .

und arctan 1 = π/4. Damit
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
∓ . . .

2 4 6 8 10 12 14 160.5

0.75

1

Anzahl Rechenschritte

π
4
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Neue Formeln für π

Es ist
arctan x = tan−1 x = x − x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
∓ . . .

Bessere Idee von John Machin (1706):
π

4
= 4 arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Neue Formeln für π
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4
= 4 arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
lieferte π ebenfalls in 1706 auf ebenfalls 100 Stellen.

Mit der gleichen Formel: William Shanks berechnet 1873 π auf

707 Stellen 527 Stellen da Rechenfehler
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Ganz neue Formeln für π

Ramanujan (1910):

1

π
=

2
√
2

9801

∞∑
k=0

(4k)! (1103 + 26390k)
(k!)4 3964k

Liefert π auf 17 Millionen Stellen (Gospa in 1985).

David und Gregory Chudnovsky (1988):

1

π
= 12

∞∑
k=0

(−1)k(6k)! (13591409 + 545140134k)
(3k)! (k!)3 6403203k+3/2

Verwendet in allen Weltrekorden ab 2010.
(Aktuell Emma Haruka Iwao: 100.000.000.000.000 Stellen in 158 Tagen mit y-cruncher,
Veröffentlicht 21.03.2022)
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Direkte Berechnung einzelner Stellen von π

Nachkommastellen von π:

π = 3, 1415926 . . .

= 3 +
1

10
+

4

100
+

1

1000
+ · · ·+ ak

10k + . . .

Problem: Wir wollen z.B. die 5. Nachkommstelle von π ausrechnen:

π = 3, 1415926 . . . | · 104

104π = 31415, 926 . . . | (mod 1)

104π mod 1 = 0, 926 . . . | · 10
10 · (104π mod 1) = 9, 26 . . . | b. . . c

b10 · (104π mod 1)c = 9

Idee: Finde ein Verfahren womit man 104π einfach berechnen kann.

Universität Stuttgart, IADM Die Suche nach π 3-14-2023 18 / 21



Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Direkte Berechnung einzelner Stellen von π

Nachkommastellen von π:

π = 3, 1415926 . . .

= 3 +
1

10
+

4

100
+

1

1000
+ · · ·+ ak

10k + . . .

Problem: Wir wollen z.B. die 5. Nachkommstelle von π ausrechnen:

π = 3, 1415926 . . . | · 104

104π = 31415, 926 . . . | (mod 1)

104π mod 1 = 0, 926 . . . | · 10
10 · (104π mod 1) = 9, 26 . . . | b. . . c

b10 · (104π mod 1)c = 9

Idee: Finde ein Verfahren womit man 104π einfach berechnen kann.
Universität Stuttgart, IADM Die Suche nach π 3-14-2023 18 / 21



Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Direkte Berechnung einzelner Stellen von π

Z.B. Bailey-Borwein-Plouffe-Formel:

π =

∞∑
k=0

1

16k

(
4

8k + 1
− 2

8k + 4
− 1

8k + 5
− 1

8k + 6

)

Mit 16k kann man gut multiplizieren, liefert π also in Hexadezimalsystem:

π = 3 +
2

16
+

4

162
+

3

163
+

F
164

+
6

165
+

A
166

+ . . .

Wird seit 2010 verwendet um Weltrekorde zu überprüfen!
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Institut für Analysis, Dynamik und Modellierung (IADM) Das Ende?

Warum das ganze?

Für technische Anwendungen nicht nötig!
35 Stellen von π sind genug, um den Umfang der Milchstraße bis auf einen Fehler in der
Größe eines Protons zu berechnen.

Guter Test für Computer!
1986 hat ein π-Programm einen Fehler in einem der ersten Cray-2-Supercomputer
entdeckt.
Geht einher mit der Entwicklung der Mathematik an sich.
Aber am Wichtigsten:

Die Herausforderung ist da!
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