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2 Symmetrien und Gruppen

Vorwort

Dieses Skript entstand als Projekt im Rahmen von Fachdidaktischen Ubungen in Zusammenarbeit
mit den Studenten Karl Biitzer und Mischa Zieger, denen ich an dieser Stelle fiir ihre ideenrei-
che und stimulierende Mitarbeit herzlich danken mochte. Der beschriebenene Unterricht wurde im
Schiilerseminar fiir Klasse 8-10 abgehalten.

Wir sind das Gruppenkonzept von drei Seiten angegangen: Vom Zahlenraum, von Symmetrien ebener
Figuren und vom Modulorechnen her. Ein Ziel war es, bis zum Satz von Lagrange zu kommen (ohne
Beweis): In einer endlichen Gruppe gibt es nur Untergruppen, deren Elementzahl ein Teiler der Anzahl
der Elemente der Gruppe ist.

Ich danke den Studierenden Arne Matthias Kriiger, Anna Lehmann, Mirjam Schéckle und Sascha
Skowronnek, die nach der ersten Fassung des Skriptes im Schiilerseminar unterrichtet haben. Sie
haben neue Ideen eingebracht, und ihre wertvollen Erfahrungen sind in die Uberarbeitung eingeflos-
sen.

Als Literatur wurden verwendet:
Gruppen in der neuen Mathematik (Irvin Adler), Vieweg 1974

Ich wiinsche allen, die sich mit diesem Thema beschaftigen, genauso viel oder noch mehr Freude
daran.

Marz 2019 Peter Lesky
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1 Unterrichtseinheit 1 - Gruppen

1.1 Vorbemerkungen

Das Thema Gruppen ist abstrakt und kommt vielen trocken vor. Deshalb sollte der Einstieg gut
iiberlegt werden, um den SuS die Begeisterung am Thema nahezubringen.

Tatsachen sind: Das Konzept einer Gruppe ist nicht schwierig zu verstehen. Gruppen sind ein wich-
tiger Grundbaustein, der fast iiberall in der Mathematik verwendet wird. Die aktuelle Forschung
beschéftigt sich (immer noch) mit endlichen Gruppen, und dies ist ein wichtiges Forschungsgebiet
in der Mathematik.

Dies eignet sich dazu, den Einstieg leicht ,dramatisiert” zu gestalten.

Z.B. Heute lernt ihr ein Konzept der Mathematik kennen, das leicht zu verstehen ist, denn man muss
dazu nur wenige Dinge wissen, die ihr auch schon kennt. Dieses Konzept heifit Gruppen. Gruppen
bilden einen wichtigen Grundbaustein der Mathematik. Und obwohl der Begriff Gruppe so einfach
ist, beschaftigt sich die Forschung immer noch damit und findet neue interessante Satze dariiber.

1.2 Gruppendefinition

Dauer: 30 min
Ziel: Definition einer Gruppe kennen und auf bekannte Rechenoperationen anwenden.
Material:  Keines

Miindlich:  Frage: Welche Zahlenmengen kennt ihr?
Wir schreiben zuerst ein paar Zahlenmengen auf, die wir immer wieder brauchen.

Tafelanschrieb
1. Gruppen
Wichtige Mengen:
N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
7Z = {...,—1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q = {®:meZmncN} Menge der rationalen Zahlen

Miindlich:  Lies: Q ist die Menge aller Briiche ™, fiir die m Element von Z ist (d.h. eine ganze
Zahl ist) und n Element von N ist.

Anmerkung
Falls die rellen und die komplexen Zahlen erwihnt werden:

R = {m,alagag... . meZ, ajG{O,l,...,Q}}
C = {a+ib : a,beR, *=1}

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Gruppen 7

Tafelanschrieb
Rechenregeln in Q:

Addition Multiplikation
a+b = b+a a-b = b-a KG Kommutativgesetz
a+(b+c) = (a+b)+cla-(b-c) = (a-b)-c AG Assoziativgesetz
a+0 = a a-1 = a NE Neutrales Element
a+(—a) = 0 a-+ = 1fallsa+#0 IE Inverses Element

Miindlich: Dies sind alle Rechenregeln, die wir brauchen, um den Begriff Gruppe definieren zu
konnen. Es gibt noch das Distributivgesetz, das aber mit zwei Verkniipfungen arbeitet.

Miindlich: Mathematiker sind faul oder einfach nur praktisch. Deshalb wollen sie nichts mehrmals
machen, wenn es sich vermeiden lasst. Wir definieren nun den Begriff Gruppe, der die
Rechengesetze fiir beide Rechenoperationen unter einem Begriff zusammenfasst.

Tafelanschrieb
Definition: Eine Gruppe besteht aus einer Menge GG und einer Rechenoperation o. Man schreibt
(G, o). Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a,b, ¢ € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: a ob € G (Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der Gruppe
sein).

2) AG:ao(boc)=(aob)oc.
3) NE: Es gibt ein NE e € GG, so dass eoca = ao e = a fiir jedes a € G.

4) |E: Zu jedem a € G existiert ein IEa@ € G, so dassaoca=aoa =e.

Gilt zusatzlich noch KG: a0 b = b o a, so heilt die Gruppe kommutative Gruppe.

Miindlich: G und o sind Platzhalter. Man kann z.B. fiir G die ganzen Zahlen und fiir o die Operation
+ einsetzen. Oder fiir G die rationalen Zahlen und fiir o die Operation -. Dann kann
man kontrollieren, ob eine Gruppe vorliegt.

Anmerkung

Es empfiehlt sich, die Begriffe miindlich mit Beispielen zu erkldren: Die Abgeschlossenheit
bedeutet z.B., dass wenn die natiirlichen Zahlen 1 und 2 addiert werden, auch das Ergebnis 3
wieder eine natiirliche Zahl ist.

Anmerkung
Dieser Teil des Tafelanschriebs sollte stehen bleiben, damit immer wieder darauf Bezug ge-
nommen werden kann.

Miindlich:  Was ich noch sagen wollte: Das inverse Element ist spezifisch, d.h. dass zu verschiedenen
Elementen auch die inversen Elemente verschieden sind.

Miindlich:  Wir kennen bereits ein paar Gruppen:

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



8 Symmetrien und Gruppen

Tafelanschrieb

Beispiele:
G| o |NE IE
Z 0 | 5= —5 | kommutative Gruppe
A 1 keine Gruppe, zu 4 gibt es kein IE in Z
Q|+ 0 % = —% kommutative Gruppe
Q 1 keine Gruppe (0 hat kein IE)
Q\ {0} 1 | 2=2 | kommutative Gruppe

1 Sprich: Q ohne Null
gemeint ist die Menge aller rationalen Zahlen ohne Null

1.3 Endliche Gruppen

Dauer: 20 min

Ziel: Verkniipfungstafeln lesen kdnnen, Gruppeneigenschaften iiberpriifen
Material: ~ Arbeitsblatt 1.1, OH-Folie zu Aufgabe 1

Miindlich: Der Mathematiker untersucht nun, was alles eine Gruppe sein kann. Z.B. endliche Men-
gen.

Tafelanschrieb
Endliche Gruppe: Z.B. G = {a,b,c}
Definition der Verkniipfung durch Tabelle:

aoal|laoblaoc
boa|bob|boc

coalcob|coc

o o~ Q|0

Tafelanschrieb

Beispiele:
1) G = {e,a}, e sei das neutrale Element ole a
= eoe=¢, a0e=a=eoq. e
aoa=" ala e

Abgeschlossenheit = aoa =a oderaoca =e
Falls aca = a = a hat kein inverses Element.
= aoa=2=¢e

Miindlich:  Jetzt kdnnen wir liberlegen, ob wirklich eine Gruppe vorliegt.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Gruppen 9

Tafelanschrieb

Abgeschlossenheit: coe=e € G, eoca=a€ G, ace=a€ G, aca=¢c€G.
AG: eo(aoe)=ecoa=aund (eoa)oe=aoe=a.

Genauso fiir alle anderen Mdglichkeiten.
NE: e ist NE, denn eoe=¢, eca=aoe =a.

IE: e l=¢ a ! =a.

2) Die kleinste Gruppe: G = {e}, eoe=c.

Miindlich: Hier sind alle Gruppeneigenschaften klar.

Anmerkung
Alternativ kann zundchst Aufgabe 1 zusammen geldst werden und dann die endliche Gruppe
mit zwei Elementen als Aufgabe gestellt werden: Gegeben ist G = {e, a} mit der Verkniipfung
o und e als neutralem Element. Stelle die Verkniipfungstafel auf und begriinde, warum sie
eindeutig ist.

Vorgehen: Nach Austeilen des Arbeitsblattes wird Aufgabe 1 gemeinsam (mit OH-Folie) gel6st.

Aufgabe 1.1 (Arbeitsblatt 1.1, Aufgabe 1)
Gegeben ist die Gruppe (G, o), definiert durch

G ={e,a,b},

S O®
QO S
L O oS

(]
e
a
b

Wie sieht man an der Tabelle (ohne Rechnen)

a) die Abgeschlossenheit?
b) das neutrale Element?
c) die Existenz des inversen Elements?

d) das Kommutativgesetz?

Losung: a) Es kommen nur die Elemente von G in der Tabelle vor.
b) Die erste und zweite Zeile stimmen {iberein und die erste und zweite Spalte stimmen {iberein.

c) In jeder Zeile kommt mindestens ein Mal das NE e vor, und diese e-Eintrage sind symmetrisch
zur Diagonalen, die von links oben nach rechts unten verl3uft.

d) Alle Eintrage sind symmetrisch zur Diagonalen, die von links oben nach rechts unten verlauft.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



10 Symmetrien und Gruppen

1.4 Ubungsaufgaben

Dauer: 40 min
Ziel: Gruppeneigenschaften iiben
Material: ~ Arbeitsblatt 1.1, OH-Folie zur Besprechung

Aufgabe 1.2 (Arbeitsblatt 1.1, Aufgabe 2)

a) Essei G = {e,a,b}. Vergleiche jeweils die angegebene Verkniipfungstafel mit der aus Auf-
gabe 1. Finde jeweils einen Widerspruch zu einer der Gruppeneigenschaften Abgeschlossen-
heit, NE, IE.

b) Fir G = {f, g, h} sei die Verkniipfung durch die rechts stehende Ta- olf g h
belle definiert. Stelle fest, welches das neutrale Element ist. Wie hangt flh f g
die Verkniipfungstafel mit Aufgabe 1 zusammen? glf g h

hlig h f

Losung: a) aj) Es gibt kein neutrales Element: Aus a o e = b folgt, dass e nicht das neutrale
Element ist, und dass a nicht das neutrale Element ist. Genauso folgt aus boe = a, dass
b nicht das neutrale Element ist.

az) Das Axiom der Abgeschlossenheit ist verletzt: bo b = ¢, und c ist kein Gruppenelement.
az) Zu a gibt es kein inverses Element: Einziger Kandidat ist b wegen aob = e und aoa #

e, aoe #e, aberboa=a#e.

b) Hier ist g das neutrale Element. Setzt man e := g, a := f, b := h, so ergibt sich dieselbe
Verkniipfung wie in Aufgabe 1.

Aufgabe 1.3 (Arbeitsblatt 1.1, Aufgabe 3)
Ist

a) (N, +),
b) (N,'),
c) (G,+) mitG:={...,—4,-2,0,2,4,...} (Menge der geraden Zahlen)

eine Gruppe? Begriinde Deine Antworten.

Losung:  a) Keine Gruppe: Es ist kein neutrales Element enthalten.
b) Keine Gruppe: Das Element 2 besitzt kein Inverses Element.
c) Ist eine Gruppe:

1) Abgeschlossenheit: Summe gerader Zahlen ist wieder gerade.

2) Assoziativgesetz gilt fiir die Addition ganzer Zahlen.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Gruppen 11

3) NE:e=0istin G.
4) |E: Zu g € G ist —g das |IE und ist in der Gruppe enthalten.

Aufgabe 1.4 (Arbeitsblatt 1.1, Aufgabe 4)

Kannst Du weitere Gruppen mit unendlich vielen Elementen angeben?

Losung: Beispiele fiir unendliche Gruppen sind:

e (G,+)mitG={...,-6,-3,0,3,6,...}.

* (Z,+).

e (Q\{0},).

e (Q4, ) mit Q; := {2 :m,n € N} (also alle echt positiven rationalen Zahlen).
o (B,)mit B={2":keZ} (20:=1).

Anmerkung
Zur Besprechung von Zusatzaufgabe 1 (siehe nachste Seite) steht eine OH-Folie zur Verfiigung
(im Kapitel 8.3).

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



12 Symmetrien und Gruppen

Aufgabe 1.5 (Zusatzarbeitsblatt 1.1, Zusatzaufgabe 1)

Ein Rad ist mit den Zahlen 1,2,3,4,5,6 beschriftet (siehe Skizze).
Dreht man das Rad wiederholt um 60°, so gibt es 6 verschiedene Stel-

lungen. 3 1
Dreht man das Rad um 60° im Gegenuhrzeigersinn, und dann nochmal
um 180° im Gegenuhrzeigersinn, so ergibt das eine Drehung um 240°. 4 6

Man sagt: Die Hintereinanderausfiihrung der Drehungen um 60° und
180° ergibt eine Drehung um 240° und schreibt

Digo © Dgy = Dagp.

Nach einer Drehung um 360° ist das Rad wieder in seiner Anfangsstellung. Man kann nicht
unterscheiden, ob Dy oder Dsg ausgefiihrt wurde. Wir schreiben z.B. Dsgg 0 D19g = Dgg. Daher
kénnen wir uns nun auf die Menge der sechs Drehungen G = { Dy, Do, D120, D180, D240, D300}
beschranken.

Fiir die Verkniipfung ,Hintereinanderausfiihrung” ist das AG sehr einfach zu beweisen: Sind «, 3,
drei Drehwinkel, so gilt fiir die zugehdrigen Drehungen

Dyo(DgoDy)=DyoDgiy=Dyipiy = DaspoDy=(DyoDg)oD,.

Damit ist das AG bewiesen (eventuell muss man 360° oder 720° von « + /5 + 7y abziehen).

a) Fiille die Verkniipfungstafel aus:

© DO DGO D120 D180 D240 D300
Dy

b) Welche Gruppeneigenschaften sind erfiillt?
c) Ergdnze den Satz: (G, o) ist eine ...

d) Zusatzaufgabe: Stelle die entsprechende Verkniipfungstafel fir G = {Dy, D129, Do} auf
und vergleiche mit Aufgabe 1.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Gruppen 13

Loésung: a) o| Do De Dizg Digo Daso Dszno

b) Abgeschlossenheit, Assoziativgesetz (sieche Aufgabentext), NE e = Dy, IE zu D, ist D3g0_a,
Kommutativgesetz (Verkniipfungstafel ist symmetrisch).

c) (G, o) ist eine kommutative Gruppe.

d) o| Dy Dy Dy
Do | Dy D1z Doy

D1y | D9 D2y Dy
Doyo | Dasg Do Do

Dies ist die selbe Verkniipfung wie in Aufgabe 1, nur mit anderen Bezeichnungen: e = Dy, a =
Drgp, b= Dayo.

Aufgabe 1.6 (Zusatzarbeitsblatt 1.1, Zusatzaufgabe 2)
Gegeben ist die Verkniipfungstafel der Gruppe G = {e, a, b, ¢}

a) Warum ist die Gruppe kommutativ?

b) Denke Dir eine weitere Verkniipfungstafel fiir G aus. Ist sie
kommutativ?

Q0O o SIS
D Q S O|lo

O Q2 0|0
QO o (o
S0 0O |

Hinweis: Wir werden spater sehen, dass bei einer Gruppe in der Verkniipfungstafel jedes
Element in jeder Spalte und in jeder Zeile genau ein Mal vorkommmen muss.

Losung:  a) Die Gruppe ist kommutativ, da die Verkniipfungstafel spiegelsymmetrisch zur Dia-
gonalen von links oben nach rechts unten ist.

b) ojle a b ¢ Dies ist die Verkniipfungstafel der zyklischen Gruppe. In a) ist die Ver-
ele a b c knlipfungstafel der Kleinschen Vierergruppe angegeben. Weitere Grup-
ala b c e pen mit 4 Elementen gibt es nicht.
blb ¢ e a
clec e a b

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



2 Unterrichtseinheit 2 - Symmetrien

2.1 Vorbemerkungen

Diese Stunde steht ganz unter dem Thema Symmetrieabbildungen und ihre Verkniipfungen. Uber
Gruppen wird gar nicht gesprochen.

Inhalte sind: Symmetrieabbildungen, Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen, Abbildungstafeln
zur Darstellung der Symmetrien.

2.2 Symmetrien

Dauer: 25 min

Ziel: Symmetrieabbildungen und ihre graphische Darstellung kennenlernen
Material:  Arbeitsblatt 2.1

Miindlich: Welche Symmetrieeigenschaften hat ein gleichschenkliges Dreieck, das nicht gleichsei-
tig ist? Welche Symmetrieeigenschaften hat ein gleichseitiges Dreieck? Was versteht
man unter Symmetrien? Womit diirften sie dem Namen nach zu tun haben? Womit
hiangt ,symmetrisch sein” zusammen? (z.B. Spiegelachsen im gleichseitigen Dreieck,
Drehungen eines gleichseitigen Dreiecks)

Tafelanschrieb

2. Symmetrien

Definition: Eine ebene Symmetrie ist eine Spiegelung oder eine Drehung eines ebenen geometri-
schen Objekts, welche dieses Objekt mit sich selbst zur Deckung bringt.

Beispiel:

Symmetrien:

g Dy: Drehung um 0° im Gegenuhrzeigersinn
D1a9:  Drehung um 120° im Gegenuhrzeigersinn
Doyo: Drehung um 240° im Gegenuhrzeigersinn
St Spiegelung an der Geraden ¢,
So: Spiegelung an der Geraden g5
Ss: Spiegelung an der Geraden g3

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Symmetrien 15

Aufgabe 2.1 (Arbeitsblatt 2.1, Aufgabe 1)

Welche Symmetrien besitzt das Quadrat? Welche Symmetrien besitzen die beiden anderen Figu-
ren, bei denen zum Quadrat jeweils vier gleiche Dreiecke hinzugefligt wurden?

D C D C D C

A B A B

A B

Hinweis: Zeichne als erstes die Symmetrieachsen im Quadrat ein und bezeichne sie geeignet.

LGsung: ' ’ Das Quadrat hat die Symmetrien
AN | 4
N : Y DQ,DQO,DlgO,D270,51,SQ,83,S4
N | 4
\\\ ! /// (S; bedeutet Spiegelung an der Geraden g;).
e _\_\:/_/_ o l9. Die zweite Figur hat die Symmetrien
71N
d : AN Dy, D1so, S1, S3-
7/ | N
e
A& : - B Die dritte Figur hat die Symmetrien
.9, 9, 93\

DOa D907 D1807 D270

(keine Spiegelsymmetrien).

Tafelanschrieb
Graphisches Darstellen von Symmetrien:

3 3

3 1

D
Doyp: 240
1 2 2 3
1 2 1 2

Vorgehen: An der Tafel wird die Drehung eines gleichseitigen Dreiecks mit nummerierten Ecken
anhand eines Pappdreiecks (siehe Ausarbeitung) vorgefithrt. Danach wird die oben-
stehende Graphik aufgezeichnet. Genauso fiir die Abbildung S3 unten.

Anmerkung
Man sollte die Formulierung ,,1 ist dann auf Position 3" verwenden und nicht die Formulierung
wird zu".

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



16 Symmetrien und Gruppen

Tafelanschrieb

Sgi SB

Miindlich: Merke: Die dulere Zahl gibt die Position an, die innere Zahl bezeichnet eine in der
Ausgangsposition des Dreiecks fest bezeichnete Ecke des Dreiecks. Das bedeutet: Die
duReren Zahlen bleiben fest, die inneren bewegen sich mit der Drehung/Spiegelung des
Dreiecks mit.

2.3 Verkettung von Symmetrieabbildungen

Dauer: 25 min
Ziel: Hintereinanderausfiihrung von Symmetrieabbildungen bilden kdnnen
Material:  Arbeitsblatt 2.2, OH-Stifte fir SuS

Tafelanschrieb
Hintereinanderausfiihrung: Fiihrt man nacheinander zwei Symmetrieabbildungen aus, z.B. zuerst
Dy und danach S3, so schreibt man S3 o Dyyg. Achtung: Man liest von rechts nach links, die
rechtsstehende Abbildung wird zuerst ausgefiihrt.
3 3
3 1
Doy
1 2 2 3
1 2 1 2
S30D 3 S
30 Dayg 3
3 2
1 2
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Miindlich:  Erstaunlicherweise kommt man vom ersten Dreieck zum dritten auch durch die Sym-
metrie Ss. Man schreibt S5 0 Doy = Ss.

Vorgehen: In der folgenden Aufgabe wird zunichst die Spalte unter Dy gemeinsam ausgefiillt.
AnschlieBend werden die SuS in vier Gruppen eingeteilt. Jede Gruppe bearbeitet min-
destens zwei Spalten (Spalte 1/2, Spalte 1/4, ...). Jede Gruppe darf ihre Ergebnisse
in die Tabelle auf der OH-Folie eintragen. Fiir die SuS gibt es kleine Papierdreiecke
(vgl. Ausarbeitung), um sich die Abbildungen veranschaulichen zu kdnnen.

Aufgabe 2.2 (Arbeitsblatt 2.2, Aufgabe 2)

Fiille die Verkniipfungstafel fiir die Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks aus. Zuerst wird die
Symmetrie in der ersten Zeile ausgefiihrt, danach die Symmetrie in der ersten Spalte.

In der nebenstehenden Graphik kannst Du die
Abbildungen durch Drauflegen eines Papierdrei-
ecks veranschaulichen

Losung: o| Dy | Digg | Dago| S1 | S2 | S3
Do| Do | Digg | Dasg | S1 | S2 | S3

Dy | Dizo | Dosg | Do | S3 | Si | So

Dsyo | Dago | Do | Digg | S2 | S3 | Si
Si| St | So | S3 | Dy | Digg | Dago
So| Sy | S3 | St | Dag | Do | Ding
Sz | Sz | St | S2 | Dizo | Daso | Do

Aufgabe 2.3 (Arbeitsblatt 2.2, Zusatzaufgabe 1)
a) Finde geometrische Figuren, die nur die drei Drehsymmetrien und keine Spiegelsymmetrien
besitzen.

b) Begriinde, warum es keine Figuren gibt, die nur die Spiegelsymmetrien Sy, S2, S3 besitzen
und keine Drehsymmetrien (auer Dy, denn jede Figur besitzt die Symmetrie D).

Losung:
a) Rechts ist ein Beispiel.

b) Hat eine Figur die Spiegelsymmetrien S;, S, Ss,
dann wird sie auch durch S; o S, in sich Uberfiihrt.
Und das ist eine Drehung.
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2.4 Darstellung durch Abbildungstafeln

Dauer: 10 min

Ziel: Beschreibung von Symmetrien mit Abbildungstafeln und die Anwendung auf Hinterein-
anderausfiihrung verstehen.

Material:  Keines

Tafelanschrieb
Abbildungstafeln: Man kann Symmetrieabbildungen auch durch Abbildungstafeln darstellen. Es
reicht die Angabe, wohin die Ecken wandern:

1 23 1 2 3 31 2
D24°'<321) S3'<213):<321)

Vorgehen: Die Abbildungen werden mit Pappdreieck veranschaulicht, anschlieBend werden die Ab-
bildungstafeln angeschrieben.

Miindlich: Merke: Ein Eintrag in der unteren Zeile gibt an, auf welcher Position die Ecke mit der
dariiberliegenden Nummer nach der Drehung bzw. Spiegelung liegt.
Es ist lbrigens egal, in welcher Reihenfolge die erste Zeile aufgeschrieben wird, die
zweite Zeile muss eben dazu passen.
Dadurch wird es einfacher, die Hintereinanderausfiihrung zu bestimmen. Man schreibt
die Darstellungen der Symmetrien geeignet untereinander,

Tafelanschrieb
Hintereinanderausfiihrung:

Nun streicht man die mittlere Zeile und erhilt

1 2 3
S0 Dayy = <3 9 1) =5

2.5 Symmetrien des Sechsecks

Dauer: 25 min

Ziel: Anwendung der Abbildungstafeln, um einen Teil der Verkniipfungstafel fiir die Sechs-
ecksymmetrien zu erstellen

Material:  Arbeitsblatt 2.3, OH-Folie zu AB 3
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Aufgabe 2.4 (Arbeitsblatt 2.3, Aufgabe 3)

a) Erstelle die Abbildungstafeln fiir Sy und S5 am reguldren Sechseck.

Hinweis: Trage zunachst in die untenstehende Graphik ein, auf welcher Position die Ecken
nach Ausfiihrung der Abbildung sind.

2 2

34:(123456> 55:(123456>

b) Stelle die Hintereinanderausfiihrung S5 o Sy (d.h. zuerst Sy, dann S5) mithilfe der Abbil-
dungstafeln aus Teil a) dar.
j

c) Trage mithilfe der Abbildungstafel aus b) die Position der Ecken nach Ausfiihrung von
S5 0 Sy ein (in der Vorlage unten). Uberlege anhand des Bildes, welche Symmetrie durch
S5 0 5, entsteht.

1 2 3 4 5 6
S5OS4Z 54{

= 55054:
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) 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Lésung: 8)54-(6 5 4 3 9 1)' 55'(2 1 6 5 4 3)
S 123456
b) S50, : 4 6 54 3 21 g
345612 >

C) 55 ¢} 54 = D240.

Aufgabe 2.5 (Arbeitsblatt 2.4, Aufgabe 4)

Bestimme mit Hilfe der untenstehenden Abbil-
dungstafeln fiir die Sechsecksymmetrien die Hin-
tereinanderausfiihrungen:

a) Sl e} DGO, b) SZ o DGO,
C) SgODﬁo, d) S4OD601
e) S50 Dgp, f) Se o Deo.

Hinweis: S; bezeichnet die Spiegelung an g;.

123 456
Lésung: a) SlODﬁol 2 3 45 6 1 = 510D60:S4.
6 54 3 2 1
123456
b) SQOD60: 2 3 45 6 1 = SQOD60:S6.
4 3 216 5
1 2 4 5 6
C) S3 0 Dg : 2 3 45 6 1 = S30 Dgyg = S5.
216 543
123 456
d) S4OD603 2 3 45 6 1 = S4OD60:SQ.
54 3 2 16
1 23 456
e) S5OD60: 2 3 45 6 1 = S5OD60251.
1 6 54 3 2
1 23 456
f) SGODGO: 2 3 45 6 1 = S60D60233.
3216 5 4

Vorgehen: Die erhaltenen Ergebnisse werden in die Verkniipfungstafel auf der OH-Folie eingetragen.
Fiir die SuS steht auf der Riickseite des Arbeitsblattes eine leere Verkniipfungstafel
zur Verfligung. Weitere Eintrage, die offensichtlich sind, sollten noch vorgenommen
werden. Zur Kontrolle ist auf der ndchsten Seite eine komplette Verkniipfungstafel fiir
die Sechsecksymmetrien abgedruckt.

Anmerkung

Schnelle SuS kénnen die Verkniipfungen fiir die umgedrehte Reihenfolge (z.B. Dggo S anstelle
von Sy o Dgg) ausrechnen. Oder iiberlegen, welche Verkniipfgsergebnisse offensichtlich sind,
und diese in die Verkniipfungstafel eintragen.
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Verkniipfungstafel fiir das Sechseck:

‘ 0 H DO ‘ D60 ‘ D120 ‘ D180 ‘ D240 ‘ D300 ‘ Sl ‘ SQ ‘ S3 ‘ 54 ‘ S5 ‘ SG
DO DO D60 D120 D180 D240 D300 Sl SQ S3 54 S5 SG
D60 DGO D120 D180 D240 D300 DO 55 S4 SG Sl S3 SQ
D120 D120 D180 D24O D300 DO DGO 53 Sl SQ 55 S6 S4
DlSO D180 D240 D3OO DO DGO D120 SG S5 S4 53 SQ Sl
D24O D240 D300 DO D6O D120 DlSO SZ SB Sl SG S4 S5
D300 D300 DO D60 D120 D180 D240 54 SG S5 52 Sl S3
Sl Sl S4 SQ SG S3 S5 DO D120 D240 DGO D300 D180
SQ 52 SG S3 55 Sl S4 D240 DO D120 D300 D180 D60
S3 53 S5 Sl 54 SQ SG D120 D240 DO D180 D60 D300
S4 54 SQ S6 53 S5 Sl D300 DGO DlSO DO D240 D120
S5 55 Sl S4 SZ S6 SB D6O D180 D3OO D120 DO D24O
S6 SG SB S5 Sl S4 SQ D180 D300 DGO D240 D120 DO
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3 Unterrichtseinheit 3 - Untergruppen

3.1 Vorbemerkungen

Ziele dieser Einheit: Symmetriegruppen vertiefen, Einfiihrung und Anwendung von Untergruppe.

3.2 Wiederholung

Dauer: 20 min

Ziel: Wiederholung von Symmetrien, Darstellung, Hintereinanderausfiihrung, Verkniipfungs-
tafel; Anwendung auf das Quadrat.

Material:  Arbeitsblatt 3.1

OH-Folie Wiederholung 1

Wiederholung

Ebene Symmetrien sind Drehungen oder Achsenspiegelungen, die ein ebenes Objekt in sich {iber-
fihren.

Beispiel:

S3

Hintereinanderausfiihrung: Fiihrt man zwei Symmetreiabbildungen nacheinander aus, z.B. zuerst
D340 und dann S3, so schreibt man S50 Dayq. Sprich: ,, S5 nach Dyy,", die rechte Abbildung wird
zuerst ausgefiihrt.

Dsyp
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OH-Folie Wiederholung 2
Man kann Symmetrieabbildungen auch mit Abbildungstafeln darstellen.

Beispiel:
.- -~
3 ~. 3
~N
3 \\ 1
240° N
\ D240
\
\
1
)
1
1 2 /) 2 3
1 2 1 2
/
\ /
N 7/
N e

S —_—_ -

1 2 3

Ecke 1 liegt jetzt an Position 3, Ecke 2 liegt jetzt an Position 1, Ecke 3 liegt jetzt an Position 2.

Abbildungstafeln kdnnen miteinander kombiniert werden:
1 2 3 3
Doyy = —
240 (312){ 2 (312 g
1 3 21) 7°

Also: Sg OD240 = (

W W =
DN = N

W =
[\OR )
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Aufgabe 3.1 (Arbeitsblatt 3.1, Aufgabe 1)

a) Erstelle die Abbildungstafeln fiir Doy und S; am Quadrat.

Hinweis: Trage zunachst in die untenstehende Graphik ein, auf welcher Position die Ecken
nach Ausfiihrung der Abbildungen sind. S; bezeichnet die Spiegelung an g;, Dy die Dre-
hung um 90° im Gegenuhrzeigersinn.

AY

I
w3
\\ | //
N s
I RN A N7
/1IN
/0N
// | \
/ | \
Y | 2
4 I 2
D99/ H 9 d5 \91
4 3 4 3
1 2 1 2

1 2 3 4 1 2 3 4
Dgoi( ) Sli( )

b) Stelle die Hintereinanderausfithrung S; o Doy (d.h. zuerst Dgg, dann S;) mithilfe der Ab-
bildungstafeln aus Teil a) dar.

1 2 3 4
Slng()I Dg(){ }Sl

c) Trage mithilfe der Abbildungstafel aus b) die Position der Ecken nach Ausfiihrung von
S; o Dy ein (in der Vorlage unten). Uberlege anhand des Bildes, welche Symmetrie durch
S o Dy, entsteht.

= Slngoz
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Untergruppen
} 1 2 3 4 12 3 4
Losung: a)D903(2 3 4 1)' Sl:(l 4 3 2)
D 1 2 3 4
b) S10 Dy : %0 2341 S
4 3 21

C) Sl o Dgo = S4.

Aufgabe 3.2 (Arbeitsblatt 3.1, Aufgabe 2)

Die selbe Aufgabe wie vorher, nur die Abbildungen werden ersetzt durch S3 und S;.

Losung: Die Ergebnisse konnen anhand der Verkniipfungstafel fiir das Rechteck (OH-Folie Sym-
metriegruppe des Quadrats) kontrolliert werden.
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Bestimme mit Hilfe der Abbildungstafeln aus den letzten beiden Aufgaben (jeweils in Teil a)) die

‘|

Aufgabe 3.3 (Arbeitsblatt 3.1, Zusatzaufgabe 1)
folgenden Hintereinanderausfiihrungen:
a) Dgo ) Sl :
4
Dgo @) Sl .
1
b) S308; :
4
Sg O S4 c
1
c) Dgo @) S4 :
4
Dgo O S4 .
1

1 2 3 4
}D9o

= D90051:

—_
DO
o
s

bs,

= 53054:

} Dy

— D90054:

Losung: Kontrolle mit OH-Folie Symmetriegruppe des Quadrats.
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3.3 Die Symmetriegruppe des Quadrats

Dauer: 15 min
Ziel: Wiederholung des Gruppenbegriffs, Anwendung auf die Symmetriegruppe des Quadrats
Material:  Arbeitsblatt 3.2, OH-Folie Symmetriegruppe des Quadrats

OH-Folie Symmetriegruppe des Quadrats
Definition: Eine Gruppe besteht aus einer Menge GG und einer Rechenoperation o. Man schreibt
(G, 0). Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a, b, c € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: aob € G
(Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der Gruppe sein).
2) AG (Assoziativgesetz): ao (boc) = (aob)oc.

3) NE (Neutrales Element): Es gibt ein NE e € G, so dass fiir jedes a € G: eca=aoce=a

4) IE (Inverses Element): Zu jedem a € G existiert ein IEa@ € G, so dassaoca=aoa =e.

Gilt zusatzlich noch KG (Kommutativgesetz): aob = bo a,

so heillt die Gruppe kommutative Gruppe.

Vorgehen: Die SuS bekommen Arbeitsblatt 3.2 mit Liickentext zum Satz, mit Tabelle zum Beweis
des Satzes und mit Verkniipfungstafel. L. schreibt auf Tafel, SuS erganzen die Liicken
auf dem Arbeitsblatt.

Anmerkung
Die Beweistabelle und die Verkniipfungstafel miissen auf einer Seite stehen. Dann kdnnen
Eigenschaften in der Tabelle und in der Verkniipfungstafel farbig markiert werden.

Tafelanschrieb

3. Symmetriegruppe des Quadrats

Satz: Sei GQuadrat := {Do, Doo, D130, Daro, S1, So, S3, 5S4} die Menge der Symmetrieabbildungen
des Quadrats. Mit der Hintereinanderausfiihrung o als Verkniipfung bildet GQuadrat €ine Gruppe.
Diese Gruppe ist nicht kommutativ.
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Tafelanschrieb
Beweis: 1) Gruppeneigenschaften

Eigenschaft Beispiel allgemein zu sehen an Verkniip-
fungstafel (VT)
Abgeschlossen- | Sy 0 Dgy = Sy, In der VT kommen nur
heit S1 € GQuadrat Gruppenelemente vor
Neutrales Dy ist NE 1. und 2. Zeile bzw. 1. und
Element 2. Spalte stimmen {iberein
Inverses S1 =51, Do = Dy NE kommt in jeder Zeile
Element und in jeder Spalte genau
einmal vor
Assoziativ- D1gg o (S0 Darg) = Gilt bei Symmetrie-
gesetz = Digg0 Sy =5, v abbildungen immer
(D180 © 51) 0 Dayzg =
= 53 o D270 = 54 ~— glelch

2) Das Kommutativgesetz gilt nicht:

S10 Dgy = Sy
aber
D90 o} Sl = 52.

Miindlich: Hinweis zum Assoziativgesetz: Egal wie die Klammer gesetzt wird, bei Hintereinander-
ausfiihrung dreier Abbildungen wird immer eine nach der anderen ausgefiihrt (in der
Reihenfolge von rechts nach links).

OH-Folie Symmetregruppe des Quadrats
Verkniipfungstafel fiir das Quadrat:

‘ o H Dy ‘ Dy ‘ D:gg ‘ Doy ‘ Si ‘ S ‘ S ‘ Sy ‘
Dy (Do) Dy | Digo 12210 S1 So Ss Sy
Dy || Dy || Diso szo (DO) Sy S3 Sy S
Digo || Diso|| D2ro (Do) Dy
Daro || Daro (Do> Doy | Diso | S Sh S Sy
\52 S S <Do> D/QQ D1gy | Daro
Sy S|l Si | Si | Ss [ Daro| (Do)| Doy | Diso
S3 S3 Sy Sh Sy | Diso | Dono @0) Dy
Sy Sy Sy So S Dyo | Digo | Daro (D(D

3.4 Untergruppen

Dauer: 30 min
Ziel: Einfiihrung des Untergruppenbegriffs, Untergruppenkriterium.
Material:  Arbeitsblatt 3.3
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Aufgabe 3.4 (Arbeitsblatt 3.3, Aufgabe 3)

Gegeben sind ein gleichseitiges Dreieck und ein regelmaRiges Sechseck mit ihren Symmetrieachsen:

Verkniipfungstafel fiir die Symmetrien des Dreiecks:

o| Dy | Digg | Daso | Si So S3

Do | Do | Digo | Dago | S1 | S2 | S3

D139 | Di2g | Dago | Do Sy S1 So

Doy | Daso | Do | Diag | So S3 S1
Si| S Sy S Dy | Do | Daso
Sy | Sy S S1 | Daso | Do | Digo

Sz | Ss S1 Sy | Digg | Daso | Dy

Verkniipfungstafel fiir die Symmetrien des Sechsecks:

‘ ° H Dy ‘D60‘D120‘D180‘D240‘D300‘ S ‘ Sy ‘ S3 ‘ Sy ‘ Ss ‘ Se ‘

Vergleiche die Verkniipfungstafel des Dreiecks mit den entsprechenden Teilen der Verkniipfungs-
tafel des Sechsecks. Markiere Gemeinsamkeiten mit einem Marker.

Betrachte das gleichseitige Dreieck und das reguldre Sechseck und iiberlege, was die Ursache fiir
deine Beobachtung ist.

Losung: Alle Symetrien, die das Dreieck auf sich abbilden, bilden auch das Sechseck auf sich ab.
Die Symmetriegruppe des Dreiecks ist Teilmenge der Symmetriegruppe des Sechsecks. Die Verkniip-
fungstafel fiir das Dreieck ist in der Verkniipfungstafel des Sechsecks enthalten.
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Aufgabe 3.5 (Arbeitsblatt 3.3, Zusatzaufgabe 2)

Gegeben ist ein Rechteck, das kein Quadrat ist, mit den Symmetrie-
achsen wie nebenstehend skizziert.

a) Bestimme die Menge GRrechteck aller Symmetrien des Rechtecks. E
b) Schreibe die Verkniipfungstafel auf. --92----:------

c) Zeige, dass GRrechteck Mit der Hintereinanderausfiihrung als Ver-
kniipfung eine kommutative Gruppe bildet.

Losung: a) GRechteck = {Do, Dig, 51, 52}-

b) o| Dy Digo Si So
Dy| Dy Digy Si So

Digy | Digg Dy S Si
Si| St S2 Dy Digo

So| S Si Digo. Dy

c) e Abgeschlossenheit: In der Verkniipfungstafel kommen nur Dy, Dig, S, S2 vor.

D, ist das neutrale Element: Die ersten zwei Spalten stimmen (iberein, genauso die ersten
zwei Zeilen.

Inverses Element: ﬁo = D(], DlSO = DlSO: S_l = Sl, S_Q = 52.

Assoziativitat ist bei Verkniipfung von Symmetrieabbildungen immer erfiillt.

Kommutativgesetz: Die Verkniipfungstafel ist symmetrisch zur Diagonalen, also ist die
Verkniipfung kommutativ.

Tafelanschrieb

4. Untergruppen

Definition: Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Menge U mit folgenden
Eigenschaften:

1) Jedes u € U ist auch Element von G, also U C G (U ist Teilmenge von G).
2) (U, o) ist eine Gruppe.

Man schreibt U < G, falls U eine Untergruppe von G ist.

Beispiele:

1) G = Gsechseeck= Symmetriegruppe des reguldren Sechsecks, U = Gpyeieck = Symmetrie-
gruppe des gleichseitigen Dreiecks: U < G.

2) Jede Gruppe ist Untergruppe von sich selbst: G < G.

3) Fiir jede Gruppe G gilt {e} < G (e = neutrales Element in G).
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Tafelanschrieb

Satz: Sei (G, o) eine Gruppe und U eine Teilmenge. Dann ist U genau dann eine Untergruppe,
falls

1) Abgeschlossenheit: Fiir u,v € U gilt uov € U.

2) Neutrales Element: U enthilt das neutrale Element e € G.

3) Inverses Element: Fiir u € U gilt auch u™' € U.

Begriindung: Das Assoziativgesetz gilt in GG, also auch in U. Dann sind alle vier Eigenschaften
einer Gruppe erfiillt.

Beispiel: G = Gsechseck, U = { Do, S2}: U C G und

1) Abgeschlossenheit: o | Dy S,
Dy | Dy Sy
Sa | Sy Dy

} Nur Elemente aus U

2) Neutrales Element: Dy € U.

3) Inverses Element: Dy' = Dy € U, Syt =S, € U.

Also: U < G.

3.5 Ubungen

Dauer: 25 min

Ziel: Anwenden des Untergruppenkriteriums
Material: ~ Arbeitsblatt 3.4
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Aufgabe 3.6 (Arbeitsblatt 3.4, Aufgabe 4)

Sei Gpreieck die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks, Gsechseck die Symmetriegruppe
eines regelmaBigen Sechsecks und G eine beliebige Gruppe.

Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde Deine Antwort!

a) Uy :={Dy, 51} < Gbreieck

b) Uz := {Do, Diso} < Gsechseck

c) Us := {Dy, D120, D210} < Gbreieck

d) Uy :={Dy, 51, 52,53} < Gbreieck

e) Us :={Dy, D120, Di1so, Daso} < Gsechseck
f) Us := {Do, Diso} < Goreieck

g) Uz :={Do, 52, Digo} < Gsechseck

h) Us := {Do, 51,5, Diso} < Gsechseck

i) Uy :={...,—40,-20,-10,0,10,20,40,...} < {...,—6,—4,-2,0,2,4,6,...} (beziig-
lich Addition)

J) Uwo:=4...,-5,-3,-1,0,1,3,5,...} < Z (Verkniipfung: Addition)
k) Uy :={z€Qmitz >0} < Q)\ {0} (Verkniipfung: Multiplikation)

Losung:  a) Richtig: U; C Gpyejeck und

o Abgeschlossenheit: o | Dy S
Dy | Dy S
Si|S1 Dy

e Neutrales Element: D, € Uy,

e Inverses Element: Dy = Dy, € Uy, S, = S, € U;.
b) Richtig: Us C Gsechseck und

e Abgeschlossenheit: o| Dy Digo
Dy | Dy Disgo
Diso | Diso Do

e Neutrales Element: D, € U,,

e Inverses Element: ﬁo = DQ € UQ, D180 = D180 € UQ.
c) Richtig: Us C Gpyejeck und

o Abgeschlossenheit: o ‘ Dy  Diy Doy
Dy | Dy Disg Dayg

Digo | Di2o Daso Dy
Doyo | Dasg Do Dhgo

e Neutrales Element: D, € Us,
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e Inverses Element: Dy = Dy € Us, Dyag = Dayy € Us, Dayg = Dioo € Us.
d) Falsch: Abgeschlossenheit ist nicht erfiillt: Sy 0.S; = Doy
e) Falsch: Abgeschlossenheit ist nicht erfiillt: D129 0 Digg = D3o
f) Falsch: Die angegebene Menge ist keine Teilmenge von Gpyeieck
g) Falsch: Abgeschlossenheit ist nicht erfiillt: Digg 0 Sy = Ss
h) Richtig: Us C Gsechseck und

e Abgeschlossenheit: ol Dy 5 Se  Diso
Dy| Dy 5 S Diso

Si| St Do Digg Sg

Se| S¢ Diso Do S

Digo | Diso Se St Dy

e Neutrales Element: D, € Us,
e Inverses Element: Dy = Dy € Ug, S = Sy € Ug, Sg = S € Ug, Dygo = D1so € Us.

i) Richtig: Uy = {10k : k € Z} C {2k : k € Z} und

e Abgeschlossenheit: 10k + 10/ = 10(k + 1) € Us,
e Neutrales Element: 0 = 10-0 € Uy,
e Inverses Element: 10k = —10k € U,.

j) Falsch: Abgeschlossenheit ist nicht erfiillt, denn 1+ 1 = 2 & Uyy.
k) Richtig: U;; € Q und

e Abgeschlossenheit: z >0Ay >0 = z-y>0 = x-y € Uy,
e Neutrales Element: 1 € Uy,
e Inverses Element: z € U}, = % € Q/\% >0 = = % € Uyy.

Aufgabe 3.7 (Arbeitsblatt 3.4, Zusatzaufgabe 3)

Sei (G, o) eine Gruppe, h € G ein fest gewihltes Element mit inversem Element h und
G" = {h o g o h mit beliebigem g € G}.

Zeige, dass G < G gilt.

LGsung: e Abgeschlossenheit: Sind ho goh und ho f o h zwei Elemente von G", so gilt
(hogoh)o(hofoh) 2 (hog)o(hoh)o(foh)
NE, AG
dagofed.
e NE: hoeoh=hoh=ec. Also gilt e € G".
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e |E: Es gilt auch hogoh € G". Dieses ist das inverse Element zu ho g o h:

(hogoh)o(hogoh) = (hog)o(hoh)o(goh)

NE’:AGho(gog)oE: hoh=e.

3.6 Ergdnzung

Der folgende Satz hatte leider keinen Platz im Schiilerseminar. Er erklart, warum in der Verkniipfugs-
tafel einer Gruppe das neutrale Element nur ein Mal pro Zeile und nur ein Mal pro Spalte vorkommen

darf.

Satz: Ist (G, o) eine Gruppe und a € G, so ist das inverse Element @ eindeutig.
Beweis: Sei e € G das neutrale Element und b € GG, so dass boa = e.

Zeige: Es folgt b =a.

b=boe = bo(aod) X (hoa)od = eod = @ []

Der Satz zeigt: Es gibt genau ein Element b € G, so dass b o a = e gilt. Also tritt in der Spalte der
Verkniipfungstafel, in der der oberste Eintrag a lautet, genau ein Mal der Eintrag e auf (ndmlich in
der Zeile, in der ganz links dieses b = @ steht).
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4 Unterrichtseinheit 4 - Rechnen mit Restklassen

4.1 Vorbemerkungen

ler Einheit: Kongruenzen, Restklassen und die Addition von Restklassen.

Auch in dieser Doppelstunde kommt das Thema Gruppen nicht zur Sprache.

4.2 Einstieg

Dauer: 5 min
Ziel: Vorbereitung des Themas
Material:  OH-Folie

OH-Folie Restklassen
Alfred und Bianca sind gemeinsam in Stuttgart unterwegs. Sie trennen sich um 21.00 Uhr und
vereinbaren, sich in 5 Stunden wieder zu treffen.

Daraufhin behauptet Bianca: ,Dann gilt 2 = 26, oder?”

4.3 Kongruenzen

Dauer: 35 min
Ziel: Kongruent modulo einer natiirlichen Zahl kennenlernen und damit umgehen.
Material:  Tafel, Arbeitsblatt 4.1

Tafelanschrieb

5. Kongruenz

Definition: Fiir ganze Zahlen a, b und m € N sagt man a ist kongruent zu b modulo m:

a=0b modm,

falls @ — b durch m teilbar ist, d.h. a—b ist eine ganze Zahl.
Beispiele: 2 = 26 mod 24: % = —1, v
5=-19 mod 12: # =2, v
3 ; —3 mod 12: 3_7(_3) = 1 Falsch!.
12 2

Miindlich: Kongruent modulo m bedeutet nicht Gleichheit, aber irgendwie erinnert es doch an
Gleichheit (oder eine Vorstufe davon).

Miindlich: Damit wir besser mit Kongruenzen rechnen kdnnen, gibt uns der folgende Satz zwei
dquivalente (gleichbedeutende) Beschreibungen von , kongruent modulo m.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



36 Symmetrien und Gruppen

Tafelanschrieb
Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a=b modm
(2) Es gibt eine ganze Zahl k, dass gilt: a = b+ k - m.
(3) Teilt man @ und b durch m, so bleibt der selbe Rest.

Bedingung (2) an unseren Beispielen:

? 2—26
2=926 mod 241 —— =-1 ¢ 2-26=(-1)-24 & 2 =26 +(-1)- 24,V
24 ~—~ \b,./ — =~
a k m
? 5—(—19
5= —19 mod 12: #:2(:) 5 =-19+4+_2 - 12 vV
12 —~ =~ \f"k ~
a b m
: sy 1, e
3=-3 mod 12: 4 =3 © 3=-3+ 3 12%(2) ist nicht erfillt.
\k,-/

Miindlich: ~ An diesen Beispielen sehen wir bereits, warum die Aquivalenz (1) < (2) gilt.

Miindlich:  Um die Bedingung (3) zu verstehen miissen wir wissen, was , Teilen mit Rest” bedeutet.

Tafelanschrieb
Teilen mit Rest: Grundschule: 21:4=5R1.
Als Gleichung: 21 =5-4+4_1 .

Rest

Miindlich: Mit Gleichungen kann man besser arbeiten

Tafelanschrieb
Definition: Gegeben sind ganze Zahlen a, m. Dann bedeutet a : m = k Rest R, dass es Zahlen
keZ, ReNy={0,1,2,...} gibt, so dass

a =k m+Rund0O< R<m-—-1.

Die Zahl R heillt Rest: a geteilt durch m lasst den Rest R. Die Bedingung 0 < R < m — 1
garantiert, dass der Rest R eindeutig ist.
Bedingung (3) an Beispielen:

2=0-24+2,26=1-24+2: Die Reste sind gleich,

5=0-1245, =19 =(—2)-12+5: Die Reste sind gleich,

3=0-1243, =3=(-1)-12+9:  Die Reste sind verschieden.

Aufgabe 4.1 (Arbeitsblatt 4.1, Aufgabe 1)

a) Uberpriife jeweils mit allen drei Bedingungen, ob die folgenden Kongruenzen gelten:
a1) 17 = 94 mod 11,
az) —32 =54 mod 8.

b) Bestimme alle ganzen Zahlen z, fiir welche die Kongruenz z = 12 mod 4 erfiillt ist.

17-94 =77
11 11
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17=94—7-11 = (2) ist erfillt.
17=1-11+6, 94=8-114+6 = (2) ist erfillt.
—32—-54 86 43

az) 3 s — 1 ¢ Z = (1) ist nicht erfillt.
43 L .
—32="54 — vy -8 = (2) ist nicht erfiillt.
—~—
¢z
—32=—-4-8+ }S , 54=6-8+ }S’ . Ry # Ry = (2) ist nicht erfillt.
1 2

b) x =0,+4,+8,4+12,.... Genau alle durch 4 teilbaren Zahlen erfiillen die Gleichung.

Aufgabe 4.2 (Arbeitsblatt 4.1, Zusatzaufgabe 1)

Sei m eine fest gewahlte natiirliche Zahl. Zeige, dass , kongruent sein” die drei Eigenschaften einer
sogenannten Aquivalenzrelation erfiillt. Diese sind:

a) Reflexivitdt: a = a mod m fiir jede ganze Zahl q,
b) Symmetrie: Aus a = b mod m folgt b = a mod m,

c) Transitivitdt: Aus a =b mod m und b = ¢ mod m folgt a = ¢ mod m.

Losung: a) a=a mod m < a—a ist durch m teilbar. Das ist wahr, da Null durch jede Zahl
teilbar ist.

b) a=b mod m < a—0bist durch m teilbar < b—a ist durch m teilbar & b=a mod m.

c) Esgelte a=b mod m und b=c¢ mod m
Nach (2) aus dem Satz: a = b+ k-m, b= c+[-m mit geeigneten Zahlen k,[ € Z.

= a=b+k-m=c+l-m+k-m=c+(+k)m
Z
S

—
|iS
S

a =c¢ mod m.

4.4 Restklassen

Dauer: 25 min
Ziel: Definition von Restklassen
Material:  Tafel, Arbeitsblatt 4.2
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Tafelanschrieb

6. Restklassen

Die Uhr modulo 6: Schreibe alle Zahlen, die modulo 6 kongruent sind, in eine Kongruenzkette.
Es gibt 6 solcher Ketten:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...

...=-1=5=11=17=...

..=-3=3=9=15=..0
...=-2=4=10=16=...
Definition: Als Restklasse [a] von a bezeichnet man die Menge aller ganzen Zahlen, die kongruent

zu a sind: [a] = {b € Z : a = b mod m} (Sprich: Die Menge alller b element Z, fiir die a
kongruent b modulo m ist).

Miindlich:  Jede Kongruenzkette im obigen Bild entspricht genau einer Restklasse. Dadurch wird
aus Kongruenz Gleichheit: Genau dann wenn a = b, gilt [a] = [b].

Tafelanschrieb
Es gilt also: a =b mod m < [a] = [b].

Beispiel: Die Restklasse von 2 fiir Kongruenz modulo 5 ist: [2] = {... — 8,-3,2,7,12,...}. Alle
Elemente von [2] lassen beim Teilen durch 5 den Rest 2.

Aufgabe 4.3 (Arbeitsblatt 4.2, Aufgabe 2)

In dieser Aufgabe werden Kongruenzen modulo m = 5 untersucht.

a) Gib alle fiinf Restklassen an:

b) Wahle zwei verschiedene Elemente a, b aus [3] und zwei verschiedene Elemente ¢, d aus [4].
Bilde die Summen a+¢,a+d, b+ ¢, b+ d und stelle fest, in welchen Aquivalenzklassen die
Summen liegen.

Losung: a) [0]

= {1+k-5:keZ}={..,—9,—4,1,6,11,...}
= {2+k-5:keZ}={..,—8-3,2712,.. .}
3= {3+k-5:keZ}=1{...,—7,-2,3,8,13,...}
] }

b) ZB.a=3,0=13, ¢c=9, d=—1.

atc=12€ 2], a+d=2€[2], b+c=22€ [2], b+d =12 € [2]: Alle Summen liegen in
der selben Aquivalenzklasse [2].

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Rechnen mit Restklassen 39

4.5 Addition von Restklassen

Dauer: 25 min
Ziel: Definition der Addition von Restklassen
Material:  Tafel, OH-Folie, Arbeitsblatt 4.3

Tafelanschrieb
Definition:

1) Fiir die Menge der Restklassen modulo m schreiben wir Z/mZ = {[0],[1], ..., [m — 1]}

2) Wir definieren auf der Menge der Restklassen eine Addition: [a] + [b] := [a + b].

Miindlich:  Wichtig fiir diese Definition: Es ist egal, welche Elemente der Restklassen [a], [b] man
addiert, als Ergebnis kommt immer dieselbe Restklasse heraus.

Vorgehen: Auf dem Arbeitsblatt 4.3 ist der Kreis modulo 6 aufgedruckt. L. erklart mit OH-Folie, wie
die Unabhangigkeit der Addition vom gewahlten Vertreter funktioniert, SuS schreiben
auf dem Arbeitsblatt mit.

OH-Folie Restklassen
Zur Addition von Restklassen:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

+

.L..=-1=5=11=17=...

...=-2=4=10=16=...

Allgemein: [a] = [c] und [b] = [d] = [a+b] = [c+d].

Aufgabe 4.4 (Arbeitsblatt 4.3, Aufgabe 3)

Rechne in Z/mZ. Berechne das Ergebnis und schreibe es in der Form [a| mit 0 < a < m — 1
auf:

a) Z/5Z: [3]+[3] = b) Z/10Z: [4]+[8] =
[4] +[4] = 9] +[1] =
8] +[2] = [5] + 6] =
c) Z/217Z: [20] + [20] + [15] + [11] =
8] —[5] - 8] = [7] =
[1] —[20] — [30] — [7] =
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Losung: a) Z/5Z: 3]+ [3] = [1]
g+ = 3
B+ 2] = [0]
b) Z/10Z: [4]+[8] = [2]
O]+ (1] = [0]
B+ 6] = 1]
) Z/21Z: [20] + [20] + [15] + [11] = [3]
Bl = 5] -8 =[1 = [4
1] = [20] =30} = [7] = [7]

Aufgabe 4.5 (Arbeitsblatt 4.3, Zusatzaufgabe 2)

Gleichungen in Z/mZ.: Bestimme jeweils die Lésung. Der Wert der Variablen soll wieder zwischen
0 und m — 1 liegen.

a) InZ/6Z: [3]+[xz] = [0] b) In Z/13Z: [7]+[w] = [6]
B+ [yl = [2] [4] +[z] = [3]

(4 +[] = [0] O]+ [yl = [3]

4+ ] = [0]

Losung: a) InZ/6Z: [3]+[z] = [0] = [z] =]3]
B+ [yl = [2] = [y]=3]
[4]+[z] = [0] = [:]=]2]
b) InZ/13Z: [7)+[w] = [6] = [w] = [12]
[4] +[z] = [3] = [z] =[12]
O+ [y = B = =17
[4]+[] = [0] = []=]9]

4.6 Erganzung

Der folgende Beweis wurde aus Zeitgriinden weggelassen:

Wir beweisen (1) < (3) allgemein. Erst dann sind wir sicher, dass die Aquivalenz fiir beliebige
Zahlen a,b, m gilt.
Dazu seien a=k -m+ R, . (Ry ist Rest beim Teilen a : m
mltOSRl,RQSm—l .

b="Fky-m-+ Ry und Ry bei b:m)
(1) <= (3)"
Wenn R1 = R2 gilt, dann gllt a—b= (k’l m+R1) —(k2m+R2) = k?l 'm—kfg m = (k’l —k’g)m
(1) = (3)"

Ausa_b:k:folgta:k:-m+b:k-m+krz'm+R2:(k+k2)m+R2:>R1:R2 mit
m
k1:k+k32

0
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5.1 Vorbemerkungen

Ziele: Gruppenbegriff und Untergruppenbegriff auf Rechnen mit Restklassen anwenden.

5.2 Wiederholung

Dauer: 30 min
Ziel: Rechnen mit Restklassen wiederholen.
Material:  OH-Folien Wiederholung 1 und 2, Arbeitsblatt 5.1

OH-Folie Wiederholung 1
Definition: Fiir ganze Zahlen a, b und m € N sagt man

a ist kongruent zu b modulo m: a =b mod m,

falls @ — b durch m teilbar ist. d.h. “—2

ist eine ganze Zahl.

Beispiel: Kongruenzen modulo 6:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...

...=-1=5=11=17=...

...=-3=3=9=15=...

...=-2=4=10=16=...

Man schreibt alle Zahlen, die zueinander kongruent sind, in eine Menge, die Restklasse:

713, = [-5] = [7] = ...
6,12

zB. [1] = {
6,12,...) = [-6] = [12] = ...

... =5,
zB. [0] = {...—6

1
,0
Definition:

1) Fiir die Menge der Restklassen modulo m schreibt man Z/mZ = {[0], [1], ..., [m — 1]}

2) Auf der Menge der Restklassen ist eine Addition definiert:

[a] + [b] = [a + b].

Miindlich: Alle Elemente einer Restklasse lassen beim Teilen durch m den selben Rest.
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OH-Folie Wiederholung 2
Rechnen in Z/11Z = {[0], 1], [2], ..., [10]}:

o 9]+ [4] =1[9+4] =[13] = [2]
e [10] + [10] = [10 + 10] = [20] = [9]

o [8]+[3] = [11] = [0]

Miindlich:  Damit wir sehen, welches Element von Z/117Z die Lésung unserer Aufgabe ist, schreiben

wir das Ergebnis immer in der Form [a] mit 0 < a < 10.

Vorgehen: Verschiedene SuS |6sen verschiedene Aufgabenteile der folgenden Aufgabe. Die Ergeb-

nisse werden an der Tafel zusammengetragen.

Aufgabe 5.1 (Arbeitsblatt 5.1, Aufgabe 1)

Summen derselben Elemente: Berechne alle Elemente der angegebenen Mengen. Beachte, dass
ein Element nur ein Mal (und nicht mehrmals) in der Menge enthalten sein kann.

a) In Z/AZ : My, = {[2],[2]+[2],[2] +[2] + [2],-- .},
M, = {[3],[3] +[3],---}

b) In Z/6Z: Ms = {[2],[2]+[2],[2] +[2] +[2],.. },
My = {[3]’[3]+[3]’}a
Ms = {[5],[5] +[5],.. .}

c) In Z/8Z: Ms = {[2],[2]+[2],[2] + 2]+ [2],.. .},
M; = {[4]’[4]+[4]’}a
Mg = {[6],[6] +[6],...}.

d) In Z/9Z: M, = {[2],[2]+[2],[2]+[2] +[2],...},
My = {[3],8] +[3],-- .},
My, = {[6]7[6]+[6]7---}-

e) In Z/10Z: Mx = {[2],]12]+[2],[2] + [2] + [2],. ..},
Mz = {3,181+ 3],-- -},
My = {[5],[5] + [5],. . .}

Losung: a) M; = {[0],[2]}, My =Z/4Z
b) M; = {[0], 2], [4]}, My = {[0], (3]}, M5 =Z/6Z
c) M = {[0], [2], [4], [6]}, M7 ={[0], [4]}, Ms = Mjs

d) My = Z/9Z7 My = {[0]7 [3]7 [6]}7 My = My

e) My = {[0], 2], [4],[6], [8]}, Mis = Z/10Z, My ={[0], [5]}
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5.3 Restklassengruppen

Dauer: 25 min
Ziel: Beweis, dass (Z/mZ,+) eine Gruppe ist.
Material: ~ Tafel, OH-Folie Gruppe, Arbeitsblatt 5.2

Tafelanschrieb

7. Restklassengruppen

Satz: Sei m eine natiirliche Zahl. Dann ist (Z/mZ,+) eine kommutative Gruppe.

OH-Folie Gruppe
Eine Gruppe (G, o) besteht aus

e einer Menge GG und

e einer Rechenoperation o.
Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a, b, ¢ € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: a ob € G (Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der Gruppe
sein).

2) Assoziativgesetz: ao (boc) = (aob)oc.

3) Neutrales Element: Es gibt ein NE e € GG, so dass eoa = a o e = a fiir jedes a € G.

4) Inverses Element: Zu jedem a € G existiert ein IE@ € GG, so dassaoa =aoa =e.

Gilt zusatzlich noch das Kommutativgesetz: aob = boa, so heillt die Gruppe kommutative Gruppe.
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Tafelanschrieb
Beweis: Seien a,b,c € Z mit 0 < a,b,c <m — 1.

Abgeschlossenheit: Wir miissen zeigen, dass [a] + [b] ein Element von Z/mZ ist.

Fall 1: a + b < m — 1: Dann gilt offensichtlich

la] + [b] = [@] € Z/mZ.

zwischen 0 und m — 1
Fall 2. a+b>m: Danngilt 0 <a+b—-—m<(m—1)+(m—-1)—m=m—2und

[a] + [b] = [a+b] = [a+b—m]| € Z/mZ.

zwischen 0 und m — 1

NE: Offenbar ist [0] das NE, denn es gilt
la] + [0] = [a + 0] = [a] und [0] + [a] = [0 + a] = [a].

IE: Zu [0] ist [0] das IE. Fir 1 < a <m — 1 ist das |IE zu [a] das Element [m — a], denn es gilt
0<m-—a<m-—1,also [m—a] € Z/mZ und

[a] +[m —a]l=[a+m—a] =[m]|=[0] und [m —a]~+[a] =[m]=]0].

AG: Zu zeigen ist: ([a] + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [¢]). Wir verwenden, dass fiir die Addition ganzer
Zahlen das Assoziativitatsgesetz gilt:
(lal +[0]) +1c = [a+bl+[d] = [(a+b)+]
= [a+(b+c)] = [a]+[b+c] = [a] + ([b] +[d]).

KG: [a] + [b] = [a +b] = [b+ a] = [b] + [a]. ]

Aufgabe 5.2 (Arbeitsblatt 5.2, Aufgabe 2)
Fiille die Verkniipfungstafel fiir (Z/67Z,+) aus:

+ [ [0] | (1] | [2] | (3] | [4] | [5]

= )

(\V)

4
3

—|— | |——[—

]
]
]
3]
]
]

Welche Gruppeneigenschaften kann man an der Verkniipfungstafel direkt ablesen?
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Losung: | + O] [ 1] 121 ] [3] | [4] | [5] Abgeschlossenheit: In der Tafel kommen nur
o] [ [o] [ [1] | [2] | [3] | [4] | [5] Elemente der Gruppe vor.
A 211 [3] ] [4] | [5] ] [0] Neutrales Element: Erste und zweite Zeile stim-
RITRITBIT B0 A men iiberein, genauso erste und zweite Spalte.
BITBITHA B0 ]2 Inverses Element: In jeder Zeile und in jeder
AT BT a2 [3] Spalte tritt_ das n_eut.r_ale Element genau_ein Mal
BB T2 3] 4] auf, und diese Eintrage liegen symmetrisch zur

Diagonalen (von links oben nach rechts unten).
Kommutativgesetz: Die Tabelle ist symme-
trisch zur Diagonalen.

Aufgabe 5.3 (Arbeitsblatt 5.2, Zusatzaufgabe 1)
Durch [a] - [b] := [a - b] wird in Z/mZ eine Multiplikation definiert.

a) Fiille die Verkniipfungstafel fiir (Z/6Z, -) aus:

(O] | [1] | [2] | (3] | (4] | [5]

b) Welches Element ist das neutrale Element in (Z/6Z,-)?
c) Warum ist (Z/6Z,-) keine Gruppe?

d) Nun wird das Element [0] aus Z/6Z entfernt, betrachte G := (Z/6Z) \ {[0]}. Welche
Gruppeneigenschaften sind in (G, -) erfiillt, welche nicht?

Losung:  a) [ + [[0] [ [1] [ [2] [[3] [ [4] [ [5]
[0] [ [0] | [0} | [0] | [0] | [O] | [O]
(] [[O] | [1] ] [2] | [3] | [4] | [5]
2] [ [O] | [2) | [4] | [0] | [2] | [4]
B [[0] | [31][0] | 3] | [O] | [3]
4] [[0] | [4] | [2] | [O] | [4] | [2]
] [[0] | [5) [ [4] ] 3] | [2] | [1]

b) Offensichtlich gilt [1] - [a] = [a] = [a] - [1] fiir jedes [a] € Z/67Z. Also ist [1] das NE.

c) Das Element [0] besitzt kein inverses Element, da [0] - [a] = [0] # [1] fiir jedes [a] € Z/6Z
gilt.

d) e Abgeschlossenheit ist erfiillt, da in der Tabelle nur Elemente von Z/6Z vorkommen.
e Assoziativgesetz gilt: [a] - ([b] - [c]) = [a] - [b-c]=[a-(b-¢)] =[(a-b)-c] =]a-b]-[c] =
([a] - [0]) - [e].
e Es gibt ein NE: [1] € G.
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e [1] besitzt ein IE: [1] = [1],
[5] besitzt ein IE: [5] = [5],
[2], [3], [4] besitzen kein IE, da in den zugehdrigen Zeilen nirgends der Eintrag [1] steht.

5.4 Untergruppen
Dauer: 35 min

Ziel: Untergruppen von Z/mZ finden.
Material:  Tafel, OH-Folie Gruppe, Arbeitsblatt 5.3

Tafelanschrieb
Untergruppen von (Z/6Z,+):

OH-Folie Gruppe
Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teilmenge von G, so dass (U, o) eine
Gruppe ist. Man schreibt U < G, falls U eine Untergruppe von G ist.

Satz: Ist (G, o) eine Gruppe und U eine Teilmenge, dann ist U genau dann eine Untergruppe,
falls

1) Abgeschlossenheit: Fiir u,v € U gilt uov € U.

2) Neutrales Element: U enthilt das neutrale Element e € G.

3) Inverses Element: Fiir u € U gilt auch u™' € U.

Miindlich: Das Assoziativgesetz muss nicht mehr tberpriift werden, da es in der Gruppe gilt und
damit auch in der Untergruppe.

Miindlich: Damit die zweite Eigenschaft erfiillt ist, muss [0] € U gelten. Eine Menge U ohne das
Element [0] brauchen wir nicht zu betrachten.

Tafelanschrieb
Triviale Untergruppen: U {[0]}
U = Z/6Z

Miindlich:  Die trivialen Untergruppen gibt es immer.

Tafelanschrieb

U = E[O],[Q]} keine Untergruppe: [2] + [2] = [4] € U
U = {L2L1} = U<G: [+]0O][2]H]

[0] | [O] | [2] | [4]

2] | [2] | [4] | [0]

[4] | [4] | 0] | [2]
U= 0B} = U<G: [+ ]0]]3]

[0] | [0] | [3]

Bl 3] ] [0]

Miindlich:  Aus der Verkniipfungstafel fiir die Untergruppe folgt einerseits die Abgeschlossenheit.
Andererseits sieht man auch, dass jedes Element ein inverses Element besitzt: Das
neutrale Element [0] kommt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau ein Mal vor, und
diese Eintrage liegen symmetrisch zur Diagonalen.
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Aufgabe 5.4 (Arbeitsblatt 5.3, Aufgabe 3)

Finde nichttriviale Untergruppen von

a) (z/4z,+), b) (Z/5Z,+), c) (Z/6Z,+),
d) (Z/7Z,+), e) (Z/8Z,+), f) (z/9Z,+),
g) (Z/10Z,+), h) (z/11Z,+), i) (Z/12Z,+).

Losung: a) U = {[0],[2]}.
b) Es gibt nur die trivialen Untergruppen.
c) U ={[0],[3]} und U = {[0], [2], [4]}.
d) Es gibt nur die trivialen Untergruppen.
e) U = {[0],[4]} und U = {[0], [2], [4], [6]}.
f) U ={[0],[3], [6]}-
g) U ={[0], [5]} und U = {[0], [2], [4], [6], [8]}
h) Es gibt nur die trivialen Untergruppen.
i) U ={[0],[6]} und U = {[0], [4], [8]} und U = {[0], [2], [4], [6], [8], [10]}.

Aufgabe 5.5 (Arbeitsblatt 5.3, Zusatzaufgabe 2)
Welche Untergruppen besitzt (Z/100Z, +)?

L('jsung' (Z/100Z, +) besitzt nichttriviale Untergruppen mit 2,4, 5,10, 20, 25, 50 Elementen:

= {[0], [50]},

= {[0], [25,[5 H 51},
= {[0], [20], [40], [60], [80]},
= {[0], [10], [20], [30], [40], [50], [60]. [70], [80], [90] },
:{[0],[4, [16],...,[96]}:{[4k]:k:O,l,...,24},

Qj

= {[2k] - k = 0,1,...,49}.

Miindlich:  Wir sehen: Die Anzahl der Elemente einer Untergruppe ist ein Teiler der Anzahl der
Elemente der Gruppe. Nachstes Mal werden wir dariiber sprechen.

5.5 Erganzung

Multiplikation in Z/5Z\ {[0]}:[ - T[] [[2] | [3] | [4] Wir sehen:
] [ (2] [ [2] | (3] | [4] (Z/57Z\ {[0]}, ) ist eine Gruppe
2] [ 2] | [4] | 1] | [3] (ohne Beweis). Man kann beweisen:
BRI ]2 Ist p eine Primzahl, dann ist
AT A BRI (2/pZ\ {[0]},-) eine Gruppe.
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6 Unterrichtseinheit 6 - Der Satz von Lagrange

6.1 Vorbemerkungen

Inhalt dieser Einheit: Satz von Lagrange, Erzeugung von Untergruppen.

6.2 Wiederholung

Dauer: 20 min
Ziel: Definition von Gruppe und Untergruppe wiederholen, Untergruppenbegriff iben
Material: ~ OH-Folien Wiederholung und Monstergruppe (nur obere Hilfte), Arbeitsblatt 6.1

OH-Folie Wiederholung

Gruppe und Untergruppe

Eine Gruppe (G, o) besteht aus

e einer Menge GG und

e einer Rechenoperation o.
Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a, b, c € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: a o b € G (Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der
Gruppe sein).

2) Assoziativgesetz: ao (boc) = (aob)oc.
3) Neutrales Element: Es gibt ein NE ¢ € GG, so dass eoa = a0 e = a fiir jedes a € G.

4) Inverses Element: Zu jedem a € G existiert ein IEa@ € G, so dassaoa =aoa = e.

Gilt zusatzlich noch das Kommutativgesetz: a o b = bo a, so heilt die Gruppe kommutative
Gruppe.

Eine Untergruppe U ist eine Teilmenge U C G, die selbst schon eine Gruppe ist.
Triviale Untergruppen jeder Gruppe G: U = {e}, U = G.

OH-Folie Monstergruppe
Die Monstergruppe hat ca. 8 - 105 Elemente.

Ausgeschrieben:
800000000000000000000000000000000000000000000000000000
Auf der Erde leben ca. 7-10? Menschen.

Ausgeschrieben: 7000000000 (Das sind 44 Nullen weniger!)

Sei nun eine Teilmenge U C M gegeben mit 3239767741 Elementen.

Miindlich: Bei so riesigen Zahlen kann man keine Verkniipfungstafel aufstellen. Wir suchen eine
Methode, mit der man leicht ausschlieBen kann, dass eine Untergruppe vorliegt.
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Anmerkung

Die Monstergruppe heillt auch Fischer-Monster nach einem ihrer Entdecker. Es gibt 26 spezielle
Gruppen, die auRerhalb der Einteilung von (einfachen) Gruppen sind. Darunter gibt es auch
ein Baby-Monster, ein Teil der speziellen Gruppen wird zu Happy Family zusammengefasst. In
Wikipedia steht mehr dazu.

Miindlich:  Beim letzten Treffen haben wir die Gruppen Z/mZ mit der Addition und Untergruppen
davon betrachtet.

Aufgabe 6.1 (OH-Folie/Arbeitsblatt 6.1, Aufgabe 1)
In dieser Aufgabe sollen nichttriviale Untergruppen von (Z/mZ,+) bestimmt werden. Vervoll-
standige die Tabelle. Du kannst Dich an den eingetragenen Beispielen orientieren.
Bezeichnung G nichttriviale Untergruppen U < G
(Z]2Z,7) HONDE
(Z/3Z, +) {[0], [1], [2]}
(Z/AZ, +) {[0], (1], [2], (3]} | {[O].[2]}
(z/52,+) | {[0],[1],[2], [3], [4]}
/62, +) | 100, 1], 21, 3], 141, 5} 0], 2, [}, 1000, B3}
(2/72Z,+) | {[0],[1], ..., [5], [6]}
(z/8%,+) | {[0],[1], ..., [6], [7]} {[0], [2], [4], [6]}, {[0], [4]}
(2/92,+) | {[0][1],... [7] 18]} | {[O].[3].[6]}
(2/10Z,+) | {[0], (1], ... [8],[91} | {[0].[2].[4].[6].[8]}. {[O].[5]}
(z/11z,+) | {0}, [1],...,]9],[10]} -
(z/12Z,+) | {[0], (1], .., [10], [11]} | {[0].[2].[4].[6] [8].[10]}  {[O].[4].[8]}
{[o].[31.[6].[91}  {[0].[6]}

Vorgehen: Verschiedene S-Gruppen bearbeiten verschiedene Abschnitte in der Tabelle. Die Lésun-
gen der SuS (in der Tabelle blau) werden auf einer OH-Folie notiert.

Miindlich: In welchem Verhaltnis stehen die GréBen der Gruppen und der Untergruppen zueinander?

6.3 Der Satz von Lagrange

Dauer: 30 min
Ziel: Satz von Lagrange kennenlernen und anwenden
Material: ~ Arbeitsblatt 6.2, OH-Folie Monstergruppe (untere Hilfte)

Tafelanschrieb

8. Der Satz von Lagrange

Definition: Fiir eine Gruppe G mit endlich vielen Elementen heillt die Anzahl der Elemente von
G die Gruppenordnung. Fiir die Gruppenordnung von G schreibt man |G|.

Miindlich: Die Gruppenordnung ist ein Name fiir etwas ganz einfaches. Trotzdem ist es ungeheuer
geschickt, ,,Gruppenordnung von G oder kiirzer nur ,Ordnung von G anstelle von
»Anzahl der Elemente von G" zu sagen.

Miindlich:  Gibt es auch unendliche Gruppen? Warum ist N beziiglich der Addition keine Gruppe?
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Tafelanschrieb
Beispiel: |Z/6Z| = 6 weil Z/6Z 6 verschiedene Elemente hat.

Satz von Lagrange: Sei G eine endliche Gruppe. Ist U eine Untergruppe von G, dann ist |U] ein
Teiler von |G|.

Beispiele: G =7Z/6Z, U = {[0], 2], [4]}. Dann gilt U < G und |U| = 3,
wobei 3 Teiler von 6 = |G| ist.
G=17Z/8Z, U ={[0],[4]}. Dann gilt U < G und |U| = 2,
wobei 2 Teiler von 8 = |G| ist.

Aufgabe 6.2 (Arbeitsblatt 6.2, Aufgabe 2)

a) Welche Ordnung haben die Symmetriegruppe Dg des Sechsecks und die Gruppe Z /1677

b) Bilden die angegebenen Mengen Untergruppen der Symmetriegruppe des Sechsecks? Be-
griinde Deine Antworten!
bl) Uy = {Do,Dlso},
ba) Us := {Dy, D120, Daao, S3, S5},
b3) Us := { Do, Deo, D1so}-

c) Bilden die angegebenen Mengen Untergruppen der Gruppe Z/16Z7 Begriinde Deine Ant-
worten!
c1) Uy := {[0], [8]},
c2) Us = {[0], [7],
cz) Us = {[0], [3], |

14]},
6], [9], [12], [15]}.

Hinweis: Der Satz von Lagrange kann teilweise eine schnelle Antwort liefern.

Losung: a) |Dg| = 12, |Z/16Z| = 16.

b) by) U ist Untergruppe. Man sieht an der Verkniipfungs- o Dy | Digo
tafel Abgeschlossenheit, Neutrales Element und Exis- Dy | Dy | Digo
tenz des inversen Elements. Digo | Digo | Do

by) U, ist nach dem Satz von Lagrange keine Untergruppe, da |Us| = 5 kein Teiler von
b3) Us ist keine Untergruppe: Sie ist nicht abgeschlossen, da Dgyo D139 = Dagg & Us. (Oder:
Us enthalt nicht das inverse Element zu Dgy, das ware Doyg.

c) ci1) U, ist Untergruppe. Man sieht an der Verkniipfungs- o | [0]|[8]

tafel Abgeschlossenheit, Neutrales Element und Exis- [0] | [0] | [8]
tenz des inversen Elements. 18] 1 [8] | [0]

c2) Us ist nach dem Satz von Lagrange keine Untergruppe, da |Us| = 3 kein Teiler von
|Z,/16Z| = 16 ist.

c3) Us ist nach dem Satz von Lagrange keine Untergruppe, da |Us| = 6 kein Teiler von
|Z,/16Z| = 16 ist.

Anmerkung

Auf dem Arbeitsblatt steht den SuS die Verkniipfungstafel fiir die Sechsecksymmetrien zur

Verfligung.
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Aufgabe 6.3 (Arbeitsblatt 6.2, Zusatzaufgabe 1)

Gibt es Gruppen, die sicher keine nichttrivialen Untergruppen haben? Begriinde Deine Antwort.

Losung: Ist (G, o) eine endliche Gruppe und |G| eine Primzahl, so hat |G| nur die Teiler 1 und
|G|. Nach dem Satz von Lagrange gibt es nur Untergruppen U mit |[U| = 1 und |U| = |G|. Dies
sind genau die trivialen Untergruppen U = {e} und U = G.

Aufgabe 6.4 (Arbeitsblatt 6.2, Zusatzaufgabe 2)

a) Formuliere den Umkehrsatz zum Satz von Lagrange.

b) Wie kénnte man den Umkehrsatz widerlegen?

Losung:  a) Umkehrsatz: Sei (G, o) eine endliche Gruppe und U C G. Ist |U] ein Teiler von |G|,
so ist U eine Untergruppe von G.

b) ZB. G =7Z/2Z, U = {[1]}. Dann ist U keine Untergruppe, da das neutrale Element nicht
enthalten ist. Aber |U| = 1 ist Teiler von 2 = |G].

Tafelanschrieb
Folgerungen: Sei U C G.

1) Ist |U| kein Teiler von |G|, dann ist U keine Untergruppe von G.

2) Ist |G| eine Primzahl, so besitzt G nur die trivialen Untergruppen U = {e} und U = G.

Miindlich: Wie kann man den Satz von Lagrange auf die Teilmenge der Monstergruppe anwenden?

OH-Folie Monstergruppe
Primzahlzerlegung:

|M|=2%.320.59.76.112.13%-17-19-23-29-31-41-47-59 - 71
\U|=7°-17*-23-29
= |U| ist kein Teiler von |M|

= U ist keine Untergruppe von M.

6.4 Beweisidee

Dauer: 10 min
Ziel: Beweisidee kennenlernen
Material:  Arbeitsblatt 6.3 und OH-Folie dazu

Anmerkung

Der Beweis des Satzes von Lagrange wird im ndchsten Arbeitsblatt an einem speziellen Beispiel
erldutert. Im allgemeinen Fall funktioniert der Beweis genauso: Man betrachtet die Nebenklas-
sen a o U zur Untergruppe U < G und zeigt, dass diese entweder gleich oder disjunkt sind,
und dass jede Nebenklasse genau gleich viele Elemente wie U enthalt. Die Vereinigung aller
Nebenklassen ergibt G und ist somit ein ganzzahliges Vielfaches von |U|.

Vorgehen: Die SuS bekommen die Aufgabe und fiillen die Liicken aus, wahrend L. das Arbeitsblatt
im L-S-Gesprach auf der OH-Folie ausfiillt.
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Aufgabe 6.5 (OH-Folie/Arbeitsblatt 6.3)

gruppe U = {[0], 4], [8]}.
Zu zeigen ist: |U| = 3 ist ein Teiler von |Z/127Z.
Beweis: Bestimme

[0]

) +U = {[1,[], 9]}
2I+U = {[2],[6],[10]}
BI+U = {37, [11]}
4 +U = {[4,[8,[0] =
B]+U = [1]+U

6] +U = [2]+U
11]+U = [38]+U

Dies sind 4 verschiedene Mengen mit leerem Schnitt.
Alle diese Mengen haben |U| Elemente.

Die Vereinigung dieser Mengen ergibt Z/127.

= 4-|U| =|Z/12Z]

= |U| ist Teiler von |Z/12Z)|.

Betrachte die Gruppe Z/127 mit der Addition von Restklassen als Verkniipfung und die Unter-

0]+ U = {[0] +[0], 0] + [4], [0] + (8]}

0] +U

{[0], [4], [8]}

Miindlich:  Genauso kann der Satz von Lagrange fiir beliebige Gruppen bewiesen werden.

6.5 Erzeugung von Untergruppen

Dauer: 30 min

Ziel: Die von einer Teilmenge erzeugte Untergruppe bestimmen kdnnen

Material:  Arbeitsblatt 6.4

Miindlich:  Wir wollen nun zu Teilmengen M von Gruppen die kleinste Untergruppe U finden, die

M enthalt.
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Tafelanschrieb

9. Erzeugen von Untergruppen

Kochrezept:
Gegeben sei eine Gruppe (G, o) Bsp. G = D,
und eine Teilmenge M C G M = {D120, S1}
1) Man fiigt das neutrale Element hinzu My = {Dq, D129, 51}
— My
2) Man fiigt fiir jedes Element von My My = {Dy, D129, D249, S1}
das inverse Element dazu — My
3) Man priift die Abgeschlossenheit und o | Dig | Dasg | Sy S Sy
fugt SOlange fEhlende Elemente hin- D120 D240 DO SQ 83 Sl
zu, bis die Menge abgeschlossen ist Doy | Dy | Diog | S3 S So
— Mnia St | Sz | S2 | Do | Dao | Dizo
So | St | Sz | Do | Do | Dogo
S3 So S1 | Dago | Di2o | Do
= Mnia = {Do, D120, Daso, S1, S2, Ss} ist
abgeschlossen und enthilt NE und alle IE.

Vorgehen: Die Eintrage in die Verkniipfungstafel kénnen der Tabelle entnommen werden, die
dem Arbeitsblatt 2 ausgedruckt ist.

auf

Miindlich: Genau genommen sind jetzt wieder neue Elemente hinzugekommen. Miissen wir dann
nicht kontrollieren ob die inversen Elemente der neuen Elemente auch dabei sind? (Nein,
da vorher die inversen Element dabei waren, sind auch die Verkniipfungen der inversen

Elemente dabei. Diese sind die inversen Elemente der dazugenommenen Elemente.)

Tafelanschrieb
Definition: Mya heillt die von M erzeugte Untergruppe.

Miindlich:  Manchmal kann die erzeugte Gruppe sehr grof sein: Beim Zauberwiirfel (Rubik's Cube)
erzeugen 6 Basisdrehungen die gesamte Gruppe, die ungefihr 4, 3-10'° Elemente besitzt.

Aufgabe 6.6 (Arbeitsblatt 6.4, Aufgabe 3)

eine Untergruppe sein kann.

a) M = {Dlgo}, b) M = {DGO}: C) M = {Sl}'
d) M = {5, 5}, e) M = {S3,S4}, f) M = {Ss, Do},

Welche Untergruppe von Dg wird durch die Teilmenge M erzeugt? Gib jeweils die Ordnung der
erzeugten Untergruppe Mya an. Uberpriife mit dem Satz von Lagrange, ob die gefundene Menge

Lésung: a) My = {Dy, D1so}, Mni = {Do, D120, D2so}, Mnia = My,
| Mnia| = 3 ist Teiler von |Dg| = 12. v/

b) My = {Dy, Deo}, Mni = {Do, Do, D30}, Mnia = {Do, Deo, D120, D1so, Daao, Do}
| Mnia| = 6 ist Teiler von |Dg|. v/
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c)

d)

e)

f)

6.6

Hier ist bereits My = {Dy, S1} die von M erzeugte Untergruppe,
| Mnia| = 2 ist Teiler von |Dg|. v/

My ={Dy, S1,S2}, My = My, Mnia = {Do, D120, D2so, S1, 52, S5},
| Mnia| = 6 ist Teiler von |Dg|. v/

My = {Dy, Ss, 54}, Mni = My, Myia = {Do, D1so, 3, Sa},
| Mnia| = 4 ist Teiler von |Dg|. v/

MN = {D0,56,D300}, MNI = {D0,56,D300,D60}, MNIA = D6, dh. M erzeugt die ganze
Gruppe, |Mnia| = 12. Hier muss nichts liberpriift werden..

Anmerkung
Fiir das Knobelblatt ist es giinstig, dass in dieser Aufgabe Untergruppen der Ordnungen
2,3,4,6 (alle nichttrivialen Teiler von 12) erzeugt werden.

Erganzung

Anmerkung
Fir den Inhalt dieses Arbeitsblattes reichte die Zeit leider nicht mehr. Das Arbeitsblatt enthalt
keinen neuen Stoff, aber alles, was bisher behandelt wurde, wird verwendet.

Anmerkung

Am Anfang des Arbeitsblattes steht der folgende Text:

Sascha behauptet: Mit dem Satz von Lagrange kann ich doch auch folgendes sagen: ,Wenn
G eine endliche Gruppe und n ein Teiler von |G| ist, dann gibt es eine Untergruppe U mit
U] =n."

Die folgenden Aufgaben helfen Dir, herauszufinden, ob diese Aussage richtig ist.

Aufgabe 6.7 (Knobelblatt, Zusatzaufgabe 3)

a)
b)

d)

Gib die Ordnung der Symmetriegruppe des Sechsecks Dg und ihre nichttrivialen Teiler an.

Untersuche, ob es zu jedem nichttrivialen Teiler n von |Dg| eine Untergruppe von Dg mit
der Ordnung n gibt.

Hinweis: Du kannst die Ergebnisse von Aufgabe 4 verwenden.
Gib die Ordnung der Gruppe (Zs4, +) und ihre nichttrivialen Teiler an.

Untersuche, ob es zu jedem nichttrivialen Teiler von |Zy4| eine Untergruppe von Zy, mit
der Ordnung n gibt.

Losung: a) |Ds| = 12, die nichttrivialen Teiler sind n = 2, 3,4, 6.

b)

n=2: {Dy,S1} ist Untergruppe der Ordnung 2,

n=3: {Dy, D129, Daygo} ist Untergruppe der Ordnung 3,

n=4: {Dy, Digo,S3,S4} ist Untergruppe der Ordnung 4,

n==~06: {Do, D607 Dlgo, Dlgo, D240, Dgoo} ist Untergruppe der Ordnung 6.

Zu jedem nichttrivialen Teiler n gibt es eine Untergruppe mit der Ordnung n.

Schile
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C) |Zay| = 24, die nichttrivialen Teiler sind n = 2,3,4,6, 12.

d) n=2: {[0],[12]} ist Untergruppe der Ordnung 2,
n=3: {[0],[8],[16]} ist Untergruppe der Ordnung 3,
n=4: {[0],[6],[12],[18]} ist Untergruppe der Ordnung 4,
n==6: {[0],[4],[8],[12], [16],[20]} ist Untergruppe der Ordnung 6,

n=12: {[0],[3],16],[9],[12], [15], [18],[21]} ist Untergruppe der Ordnung 12,

Zu jedem nichttrivialen Teiler n gibt es eine Untergruppe mit der Ordnung n.

Aufgabe 6.8 (Knobelblatt, Zusatzaufgabe 4)

Die Symmetriegruppe des Tetraeders enthalt nur Drehun-
gen und wird mit A4 bezeichnet. Fiir die enthaltenen Ab-
bildungen gelten folgende Bezeichnungen:

e ¢: Das neutrale Element (Drehung um 0°),

e d; 4: Die 180°-Drehung um die Gerade durch die
Mittelpunkte der Seiten 14 und 23,

e d,. Die 120°-Drehung um die Héhe durch den
Eckpunkt 4,

e d%: Die 240°-Drehung um die Hohe durch den
Eckpunkt 4 (also d4 o dy).

a) Die 12 Elemente von A, sind (trage die fehlenden Zahlen ein):

b) Vervollstandige die Verkniipfungstafel von Ay:

. 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Losung:  a) 62(1234)’ d1:<1423)’ d%:<1342>’
(1234 , (1234 (1234
d2_<3241)’ d2_(4213>’ d3_<4132)’
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 _ 2
d3_<2431)’ d4_(2314)’ d4_(3124)’
1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4
d172—<2 1 4 3)’ d173—<3 41 2)’ d174—(4 3 2 1)'
b) 2 2 2 2
¢} € d1 2 d1 3 d174 d1 dl dg d2 dg d3 d4 d4
€ € d1 2 d1 3 d174 d1 d% dg d% dg dg d4 di
d1 2 d1 2 e d174 d173 d4 d% d3 di d2 d% d1 d%
d13 d13 d14 € d12 dg di dl dg d4 d% d3 d%

d174 d174 dl’g d174 € dg d% d4 d% d1 di dg d%

d1 dl dg d4 dg d% € dg dl’g di d174 d% dl’g
d% d% di d% dg (& d1 d174 d4 d172 dg dl’g dg

d2 dg d4 dg d1 di dl,g d% e d% dLQ dg d174
d% d% dg d% di d174 dg € dg d173 d4 d172 d1
dg d3 d1 d2 d4 d% d174 di d172 d% e d% d173
d% dg d% di d% dl’g d4 d173 dl € d3 d1’4 dg
d4 d4 dg d1 d3 d% d172 d% d1’4 d% d173 di €

di di d% dg d% dl’g dg d172 d3 d174 dl (& d4
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Aufgabe 6.9 (Knobelblatt, Zusatzaufgabe 5)

a) Welche Ordnung hat A7 | Ayl =_

b) Das folgende Diagramm zeigt systematisch alle Untergruppen von A44. Dabei bedeutet
jeder Pfeil ,ist Untergruppe von". Erkldre anhand des Diagramms, warum die Aussage von
Sascha falsch ist.

| {e,dia, diz, dia}

{67 d37di2’)} {€7d4ad421}

[{e. dio}|[{e. dis}][{e. dia}

Losung: a) | A4l = 12.

b) Die Ordnung von A4 besitzt den Teiler n = 6, aber A4 besitzt keine Untergruppe mit der
Ordnung 6.
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Einheit 1
1. Gruppen
Wichtige Mengen:
N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
Z = {...,—1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q = {®:meZmnecN} Menge der rationalen Zahlen
Rechenregeln in Q:
Addition Multiplikation
a+b = b+a a-b = b-a KG Kommutativgesetz
a+((b+c¢) = (a+b)+c|la-(b-¢c) = (a-b)-c AG Assoziativgesetz
a+0 = a a-1 = a NE Neutrales Element
a+(—a) = 0 a-+ = 1fallsa+#0 IEInverses Element

Definition: Eine Gruppe besteht aus einer Menge GG und einer Rechenoperation o. Man schreibt
(G, 0). Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a, b, c € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: a o b € G (Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der Gruppe
sein).

2) AG:ao(boc)=(aob)oc.
3) NE: Es gibt ein NE e € GG, so dass eoa = ao e = a fiir jedes a € G.

4) |E: Zu jedem a € G existiert ein IEG@ € G, so dassaoa =aoa =e.

Gilt zusatzlich noch KG: a o b = b o a, so heilt die Gruppe kommutative Gruppe.

Beispiele:
G| o | NE IE
7 0 | 5= —5 | kommutative Gruppe
4 1 keine Gruppe, zu 4 gibt es kein IE in Z
Q|+ | 0 | 1=-1]|kommutative Gruppe
Q 1 keine Gruppe (0 hat kein IE)
Q\ {0} 1 | 2=2 | kommutative Gruppe
——

1 Sprich: Q ohne Null
gemeint ist die Menge aller rationalen Zahlen ohne Null
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Endliche Gruppe: Z.B. G = {a,b,c}
Definition der Verkniipfung durch Tabelle:

| a | b | c

@)

alaoalaob|laoc
blboa | bob|boc
c

coal|cob|coc

Beispiele:
1) G ={e, a}, e sei das neutrale Element ole a
= eoe=e¢ a0e=a=eoaq. e|le a
aoa=" ala e

Abgeschlossenheit = aoa =a oderaoa =e
Falls aoa = a = a hat kein inverses Element.
= aqoa=-¢e

Abgeschlossenheit: coe=e € G, eca=a€ G, ace=a€ G, aca=¢€qG.

AG: eo(aoe)=eoa=aund (eca)oe=aoe=a.
Genauso fiir alle anderen Moglichkeiten.
NE: e ist NE, denn eoe=¢€, eca=aoe=a.

IE: e l=¢, a ! =a.

2) Die kleinste Gruppe: G = {e}, eoce=ce.

Hier wurde Arbeitsblatt 1.1 bearbeitet.
Einheit 2

2. Symmetrien

Definition: Eine ebene Symmetrie ist eine Spiegelung oder eine Drehung eines ebenen geometrischen
Objekts, welche dieses Objekt mit sich selbst zur Deckung bringt.

Beispiel:
Symmetrien:
S g, g Dy: Drehung um 0° im Gegenuhrzeigersinn

~ D1sg: Drehung um 120° im Gegenuhrzeigersinn
Dsyo: Drehung um 240° im Gegenuhrzeigersinn
Sy: Spiegelung an der Geraden ¢,
Sa: Spiegelung an der Geraden g
Ss: Spiegelung an der Geraden g3

T

Hier wurde Arbeitsblatt 2.1 bearbeitet.
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Graphisches Darstellen von Symmetrien:

S3

Hintereinanderausfiihrung: Fiihrt man nacheinander zwei Symmetrieabbildungen aus, z.B. zuerst
Doy und danach S3, so schreibt man S5 o Dyyg. Achtung: Man liest von rechts nach links, die
rechtsstehende Abbildung wird zuerst ausgefiihrt.

3 3
3 1
D240
1 2 2 3
1 2 1 2
S.0D 3 S
3 240 3
3 2
1 2

Hier wurde Arbeitsblatt 2.2 bearbeitet.
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Abbildungstafeln: Man kann Symmetrieabbildungen auch durch Abbildungstafeln darstellen. Es reicht
die Angabe, wohin die Ecken wandern:

)
N
1S
7 N
W =
DN
N W
N——
—N—
W W =
[ NORE N )
— DN W
—
7 N
w0
[a—
[\
N——
Il
R

Nun streicht man die mittlere Zeile und erhalt

1 2 3
S30 Dy = <3 9 1) = 59

Hier wurden Arbeitsblatt 2.3 und 2.4 bearbeitet.
Einheit 3

Nach einer kurzen Wiederholung wurde Arbeitsblatt 3.1 bearbeitet.

Hier wurde Arbeitsblatt 3.2 mit Liickentext fiir Satz und Beweis (ndchste Seite) bearbeitet.

3. Symmetriegruppe des Quadrats

Satz: Sei Gquadrat := {Do, Doo, D1so, D270, S1, S2, S3, 54} die Menge der Symmetrieabbildungen des
Quadrats. Mit der Hintereinanderausfiihrung o als Verkniipfung bildet GQuadrat €ine Gruppe. Diese
Gruppe ist nicht kommutativ.

Beweis: 1) Gruppeneigenschaften

Eigenschaft Beispiel allgemein zu sehen an Verkniip-
fungstafel (VT)
Abgeschlossen- | Sy 0 Dgg = 51, In der VT kommen nur
heit S1 € GQuadrat Gruppenelemente vor
Neutrales Dy ist NE 1. und 2. Zeile bzw. 1. und
Element 2. Spalte stimmen {iberein
Inverses Sy =51, Dagg = Dy NE kommt in jeder Zeile
Element und in jeder Spalte genau
einmal vor
Assoziativ- D1gp 0 (S1 0 Dagg) = Gilt bei Symmetrie-
gesetz = Digg0 Sy = S, v abbildungen immer
(D180 © 51) © Dayzg =
= Sg o) D270 = 54 -~ glelch

2) Das Kommutativgesetz gilt nicht:
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S10Dgy = Sy Verkniipfungstafel fiir das Quadrat:
aber
Dgy0 Sy = 5. [ © /Do | Doo [ Diso [ Doro | Si | Sa | S5 [ S ]

Dy || [Do)|| Doo | Digo | Dozo | Sh Sy S3 Sy
Dy || Doo || Diso | Dazo | (Do Sy S3 Sy S1
Digo || Diso|| Daro (Do) Doy | S3 Sy S1 Sy
Dazo || Daro (D(D Dygy | Digo | Sy S Sy S3
Sy S3 Sy <D0> Doy | Diso | Daro
Sy || So |l Si | Si | Ss [Dano| (Dy)] Deq | Diso
S3 S3 Sy S1 Sy | Diso | Dano @0) Dy
Sy | Syl S5 | Sy | Si [ Doo [ Diso | Daro | (Do)

Hier wurde Arbeitsblatt 3.3 bearbeitet.

4. Untergruppen

Definition: Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Menge U mit folgenden Eigen-
schaften:

1) Jedes u € U ist auch Element von G, also U C G (U ist Teilmenge von G).

2) (U, o) ist eine Gruppe.

Man schreibt U < G, falls U eine Untergruppe von G ist.

Beispiele:

1) G = Gsechseck= Symmetriegruppe des reguldren Sechsecks, U = Gpyeiecck = Symmetriegruppe
des gleichseitigen Dreiecks: U < G.

2) Jede Gruppe ist Untergruppe von sich selbst: G < G.

3) Fiir jede Gruppe G gilt {e} < G (e = neutrales Element in G).
Satz: Sei (G, o) eine Gruppe und U eine Teilmenge. Dann ist U genau dann eine Untergruppe, falls

1) Abgeschlossenheit: Fiir u,v € U gilt uov € U.

2) Neutrales Element: U enthilt das neutrale Element e € G.

3) Inverses Element: Fiir u € U gilt auch u™! € U.

Begriindung: Das Assoziativgesetz gilt in G, also auch in U. Dann sind alle vier Eigenschaften einer
Gruppe erfiillt.

Beispiel: G = Gsechseck, U = { Dy, S2}: U C G und

1) Abgeschlossenheit: o | Dy S,
Dy | Dy 5
Sz | S2 Dy

} Nur Elemente aus U
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2) Neutrales Element: Dy € U.
3) Inverses Element: Dy' = Dy € U, Sy =S, € U.
Also: U < G.

Hier wurde Arbeitsblatt 3.4 bearbeitet.
Einheit 4

5. Kongruenz

Definition: Fiir ganze Zahlen a, b und m € N sagt man a ist kongruent zu b modulo m:

a=0b modm,

falls @ — b durch m teilbar ist, d.h. a—b ist eine ganze Zahl.
? 2—2
Beispiele: 2 =26 mod 24: 76 = -1, N
52 19 mod12. 29 o
12
? — (= 1
3 ; —3 mod 12: u = —, Falsch!.
12 2

Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a=b modm
(2) Es gibt eine ganze Zahl k, dass gilt: a = b+ k - m.
(3) Teilt man a und b durch m, so bleibt der selbe Rest.

Bedingung (2) an unseren Beispielen:

? 2—26

2=26 mod 24 = =1 2-2%6=(-1)-24 & 2 = 2b (1) 24,V
a k m

2 C 5= (=19) _

5= —19 mod 12: T_2<:> D ——19+i~12.\/
a b m

7 3— (-3 1 1

3= -3 mod 12: #25 & 3=-3 3 12 % (2) ist nicht erfiillt.
k

Teilen mit Rest: Grundschule: 21:4=5R1.
Als Gleichung: 21 =5-4+_1 .
~—

Rest

Definition: Gegeben sind ganze Zahlen a,m. Dann bedeutet a : m = k Rest R, dass es Zahlen
keZ, ReNy={0,1,2,...} gibt, so dass

a = k-m+Rund0<R<m-—1.

Die Zahl R heilt Rest: a geteilt durch m lasst den Rest R. Die Bedingung 0 < R < m—1 garantiert,
dass der Rest R eindeutig ist.

Bedingung (3) an Beispielen:

2=0-24+2,26=1-24+2: Die Reste sind gleich,
5=0-1245, =19 =(—2)-12+5: Die Reste sind gleich,
3=0-1243, =3=(—1)-12+9:  Die Reste sind verschieden.

Hier wurde Arbeitsblatt 4.1 bearbeitet.
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6. Restklassen

Die Uhr modulo 6: Schreibe alle Zahlen, die modulo 6 kongruent sind, in eine Kongruenzkette. Es
gibt 6 solcher Ketten:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...

...=-1=5=11=17=...

...=-3=3=9=15=...
...=-2=4=10=16=...

Definition: Als Restklasse [a] von a bezeichnet man die Menge aller ganzen Zahlen, die kongruent
zuasind: [a)| ={b € Z:a=b mod m} (Sprich: Die Menge alller b element Z, fiir die a kongruent
b modulo m ist).

Es gilt also: a =b mod m < [a] = [b].

Beispiel: Die Restklasse von 2 fiir Kongruenz modulo 5 ist: [2] = {... — 8,-3,2,7,12,...}. Alle
Elemente von [2] lassen beim Teilen durch 5 den Rest 2.

Hier wurde Arbeitsblatt 4.2 bearbeitet.

Definition:

1) Fiir die Menge der Restklassen modulo m schreiben wir Z/mZ = {[0], [1], ..., [m — 1]}

2) Wir definieren auf der Menge der Restklassen eine Addition: [a] + [b] = [a + b].

Zur Addition von Restklassen:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

..=-1=5=11=17=...

...=-2=4=10=16=...

Allgemein: [a] = [c] und [b] = [d] = [a+ D] = [c+d].
Hier wurde Arbeitsblatt 4.3 bearbeitet.
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Einheit 5

Zur Wiederholung wurde hier Arbeitsblatt 5.1 bearbeitet.

7. Restklassengruppen

Satz: Sei m eine natiirliche Zahl. Dann ist (Z/mZ,+) eine kommutative Gruppe.
Beweis: Seien a,b,c € Z mit 0 < a,b,c <m — 1.

Abgeschlossenheit: Wir miissen zeigen, dass [a] + [b] ein Element von Z/mZ ist.

Fall 1: a + b < m — 1: Dann gilt offensichtlich

[a] +[b] = [a\t_lﬂ € Z/mZ.

zwischen 0 und m — 1
Fall2:a+b>m: Danngilt 0 <a+b-—m<(m—-1)+(m—1)—m=m—2und

la] +[b]) =[a+b] =[a+b—m| € Z/mZ.

zwischen 0 und m — 1

NE: Offenbar ist [0] das NE, denn es gilt
[a] + [0] = [a + 0] = [a] und [0] + [a] = [0 + a] = [a].

IE: Zu [0] ist [0] das IE. Fir 1 < a < m — 1 ist das IE zu [a] das Element [m — a], denn es gilt
0<m-—a<m-—1,also [m—a] € Z/mZ und

la] +[m —a]l=[a+m—a] =[m]=[0] und [m —a]+ [a] =[m]=][0].

AG: Zu zeigen ist: ([a] + [b]) + [¢] = [a] + ([b] + [¢]). Wir verwenden, dass fiir die Addition ganzer
Zahlen das Assoziativitatsgesetz gilt:

([a] + b)) +[c] = [a+b]+][] = [(a+b)+]
= la+(+0)] = [al+[b+c = [a]+ ([b] + [c]).
KG: [a] + [b] = [a +b] = [b+ a] = [b] + [a]. ]
Hier wurde Arbeitsblatt 5.2 bearbeitet.
Untergruppen von (Z/67Z, +):
Triviale Untergruppen: U = {[0]}

U = ZJ6Z

U = {[0],[2]} keine Untergruppe: [2] + [2] = [4] € U
U = {0214} = U<G: [+]0][2]H]

[0] | [O] | [2] | [4]

21 | 2] | [4] | [0]

[4] [ [4] | [0] | [2]
u = {0, 3]} = U<(G + [ [0] [ [3]

[0 | [O] | [3]

31 | 3] ] [0]

Hier wurde Arbeitsblatt 5.3 bearbeitet.
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Einheit 6

Zur Wiederholung wurde hier Arbeitsblatt 6.1 bearbeitet.
8. Der Satz von Lagrange

Definition: Fiir eine Gruppe G mit endlich vielen Elementen heilit die Anzahl der Elemente von G
die Gruppenordnung. Fiir die Gruppenordnung von G schreibt man |G]|.

Beispiel: |Z/6Z| = 6 weil Z/6Z 6 verschiedene Elemente hat.

Satz von Lagrange: Sei GG eine endliche Gruppe. Ist U eine Untergruppe von G, dann ist |U| ein
Teiler von |G].
Beispiele: G =7Z/6Z, U = {[0], 2], [4]}. Dann gilt U < G und |U| = 3,

wobei 3 Teiler von 6 = |G| ist.

G =17Z/8Z, U ={[0],[4]}. Dann gilt U < G und |U| = 2,

wobei 2 Teiler von 8 = |G| ist.

Hier wurde Arbeitsblatt 6.2 bearbeitet.
Folgerungen: Sei U C G.
1) Ist |U| kein Teiler von |G|, dann ist U keine Untergruppe von G.
2) Ist |G| eine Primzahl, so besitzt G' nur die trivialen Untergruppen U = {e} und U = G.
Zur Illlustration der Beweisidee wurde hier Arbeitsblatt 6.3 bearbeitet.

9. Erzeugen von Untergruppen

Kochrezept:

Gegeben sei eine Gruppe (G, o) Bsp. G = Dg,

und eine Teilmenge M C G M = {D1s, 51}

1) Man fiigt das neutrale Element hinzu My = {Dy, D129, S1}

— My

2) Man fugt fur jedes Element von MN MNI = {Do, D120,D240, Sl}
das inverse Element dazu — My,

3) Man priift die Abgeschlossenheit und o | Dygg | Daag | Sy So S3
fligt solange fehlende Elemente hin- Disg | Dagg | Dy So Ss Si
zu, bis die Menge abgeschlossen ist Doy | Do | Diag | Ss S So
— Mnia Si Sy Sy Dy | Dasg | Di2g

Ss S1 Sy | Digo | Do | Daag

Sy Sy S1 | Daao | Di2o | Do
= Mnia = { Do, D129, Dasg, S1, S2, S3} ist
abgeschlossen und enthdlt NE und alle IE.

Definition: Mya heift die von M erzeugte Untergruppe.

Hier wurde Arbeitsblatt 6.4 bearbeitet.
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8 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 1: Gruppen

8.1 Stundenverlauf

Zeit | Unterrichtsschritte bzw. Sozialform Was ich brauche
Unterrichtsarrangement L-S-Tatigkeit
Methode
17:00 | BegriiBung, Vorstellung
17:05 | Wichtige Mengen, Rechenregeln in Q Fragend entwi-
ckelnd
17:15 | Definition einer Gruppe. Tafelvortrag
Anwendung auf +, - in Z und Q Fragend-
entwickelnd
17:30 | Zwei Beispiele fiir endliche Gruppen Tafelvortrag, L-
S-Gesprach
17:45 | Aufgabe 1 wird gemeinsam gelost L-S-Gespriach Arbeitsblatt 1.1,
OH-Folie zu Aufga-
be 1
17:50 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 1.1
Partnerarbeit
18:15 | Besprechung der Aufgaben L-S-Gesprach OH-Folien zu den
Aufgaben
18.30 | Verabschiedung
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8.2 Tafelanschriebe

1. Gruppen
Wichtige Mengen:
N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
Z = {...,—1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q = {Z:meZmnecN} Menge der rationalen Zahlen
Rechenregeln in Q:
Addition Multiplikation
a+b = b+a a-b = b-a KG Kommutativgesetz
a+(b+c) = (a+b)+cla-(b-c) = (a-b)-c AG Assoziativgesetz
a+0 = a a-1 = a NE Neutrales Element
a+(—a) = 0 a-1 = 1fallsa+#0 IEInverses Element

(G, o). Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a, b, c € G erfiillt sein:

sein).
2) AG:ao(boc)=(aob)oc.
3) NE: Es gibt ein NE e € G, so dass eoca = ao e = a fiir jedes a € G.

4) |E: Zu jedem a € G existiert ein IEG@ € G, so dassaoa =aoa =e.

Gilt zusatzlich noch KG: a o b = bo a, so heilt die Gruppe kommutative Gruppe.

Definition: Eine Gruppe besteht aus einer Menge GG und einer Rechenoperation o. Man schreibt

1) Abgeschlossenheit: aob € G (Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der Gruppe

Beispiele:
G| o | NE IE
7 0 | 5= —5 | kommutative Gruppe
Z 1 keine Gruppe, zu 4 gibt es kein IE in Z
Q|+ 0 % = —% kommutative Gruppe
Q 1 keine Gruppe (0 hat kein IE)
Q\ {0} 1 | 2=3 | kommutative Gruppe
——

1 Sprich: Q ohne Null
gemeint ist die Menge aller rationalen Zahlen ohne Null

Endliche Gruppe: Z.B. G = {a,b,c}

Definition der Verkniipfung durch Tabelle: o ‘ a ‘ b ‘ c
alaoa|laob|aoc
blboa|bob|boc

clcoalcob|coc
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Beispiele:

1) G ={e,a}, e sei das neutrale Element
= eoe=¢ a0€=a=e€0aq.
aoa="
Abgeschlossenheit = aoa =a oderaoa =e
Fallsaoa = a = a hat kein inverses Element.
= aoa=e¢e

QL | O
Q O|®
o e

Abgeschlossenheit: coe=e € G, eca=a€ G, ace=a€ G, aca=¢c€qG.
AG: eo(aoe)=coa=aund (eoca)oe=aoce=a.

Genauso fiir alle anderen Moglichkeiten.
NE: e ist NE, denn eoe=¢, eca=aoe=a.

IE: e l=¢ a ! =a.

2) Die kleinste Gruppe: G = {e}, eoe=c.

8.3 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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OH-Folie zu AB 1.1, Aufgabe 1
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Gruppen OH-Folie zu AB 1.1, Aufgabe 2
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Gruppen

OH-Folie zu ZusatzAB 1.1, Zusatzaufgabe 1

ol Dy Dgy D120 Diso Do D3oo
Do D D D D D D
D¢y D—— D—— D—— D—— D—— D
Diog| D—— D—— D—— D—— D—— D
Disg| D—— D—— D—— D—— D—— D
Doyy| D—— D—— D—— D—— D—— D
Dsyg| D—— D—— D—— D—— D—— D
d) o Dy Diy Doy
Dy D—— D—— D
Dyog| D—— D—— D
Doyg| D—— D—— D




Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 1.1

Gruppeneigenschaften und Verkniipfungstafeln

Aufgabe 1
Gegeben ist die Gruppe (G, o), definiert durch

G ={e,a,b},

> |0
o Qe
Qo S|

@)
e
a
b

Wie sieht man an der Tabelle (ohne Rechnen)

a) die Abgeschlossenheit?
b) das neutrale Element?
c) die Existenz des inversen Elements?

d) das Kommutativgesetz?

Aufgabe 2

a) Essei G = {e,a,b}. Vergleiche jeweils die angegebene Verkniipfungstafel mit der aus Aufga-
be 1. Finde jeweils einen Widerspruch zu einer der Gruppeneigenschaften Abgeschlossenheit,

NE, IE.

31) ole a b

ele a b

alb a e

bla e b
b) Fir G = {f, g, h} sei die Verkniipfung durch die rechts stehende Ta- olf g h
belle definiert. Stelle fest, welches das neutrale Element ist. Wie hangt flh f g
die Verkniipfungstafel mit Aufgabe 1 zusammen? gl f g h
hlg h f

Aufgabe 3
st

a) (N,+),

b) (N,-),

c) (G,+)mit G:={...,—4,-2,0,2,4,...} (Menge der geraden Zahlen)
eine Gruppe? Begriinde Deine Antworten.

Aufgabe 4

Kannst Du weitere Gruppen mit unendlich vielen Elementen angeben?

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Symmetrien und Gruppen Zusatzarbeitsblatt 1.1

Zusatzblatt Drehgruppen

Zusatzaufgabe 1

Ein Rad ist mit den Zahlen 1,2,3,4,5,6 beschriftet (sieche Skizze).
Dreht man das Rad wiederholt um 60°, so gibt es 6 verschiedene Stel-

lungen. 3 1
Dreht man das Rad um 60° im Gegenuhrzeigersinn, und dann nochmal
um 180° im Gegenuhrzeigersinn, so ergibt das eine Drehung um 240°. 4 6

Man sagt: Die Hintereinanderausfiihrung der Drehungen um 60° und
180° ergibt eine Drehung um 240° und schreibt

D1go © Dey = Dagp.

Nach einer Drehung um 360° ist das Rad wieder in seiner Anfangsstellung. Man kann nicht un-
terscheiden, ob Dy oder Dsqy ausgefiihrt wurde. Wir schreiben z.B. D3yg 0 Dyog = Dgo. Daher
kénnen wir uns nun auf die Menge der sechs Drehungen G = {Dg, Dgo, D120, D1so, D240, D300}
beschranken.

Fir die Verkniipfung ,Hintereinanderausfiihrung” ist das AG sehr einfach zu beweisen: Sind «, 3, v
drei Drehwinkel, so gilt fiir die zugehdrigen Drehungen

Da e} (Dﬂ o) D,y) = Da e} Dﬂ_,_’y = DOH—ﬂ-i—’Y = DOH'B o) D,y = (Da 0] DB) ©) D,y.
Damit ist das AG bewiesen (eventuell muss man 360° oder 720° von « + /3 + 7y abziehen).

a) Fille die Verkniipfungstafel aus:

0 DO DGO D120 D180 D240 D3OO
Dy

b) Welche Gruppeneigenschaften sind erfiillt?
c) Ergidnze den Satz: (G, o) ist eine ...

d) Zusatzaufgabe: Stelle die entsprechende Verkniipfungstafel fiir G = {Dg, D129, D24} auf und
vergleiche mit Aufgabe 1.
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Symmetrien und Gruppen Zusatzarbeitsblatt 1.1

Zusatzaufgabe 2
Gegeben ist die Verkniipfungstafel der Gruppe G = {e, a, b, ¢}

a) Warum ist die Gruppe kommutativ?

O oo a0
O R OO0
S0 0 QR
SIS S
O {00

b) Denke Dir eine weitere Verkniipfungstafel fiir G aus. Ist sie
kommutativ?

Hinweis: Wir werden spater sehen, dass bei einer Gruppe in der Verkniipfungstafel jedes Ele-
ment in jeder Spalte und in jeder Zeile genau ein Mal vorkommmen muss.
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9 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 2: Symmetrien

9.1 Stundenverlauf

Zeit | Unterrichtsschritte bzw. Sozialform Was ich brauche
Unterrichtsarrangement L-S-Tatigkeit
Methode
17:00 | BegriilBung und Vorstellung
17:05 | Definition einer Symmetrie, am Beipiel des | Fragend entwi- | Pappdreiecke,
gleichseitigen Dreiecks, graphisches Darstellen | ckelnd Arbeitsblatt 2.1
17:30 | Hintereinanderausfiihrung Tafelvortrag, Arbeitsblatt 2.2,
Einzel-/ OH-Folie zu AB2.2
Partnerarbeit
17:55 | Abbildungstafeln, Anwendung bei Hintereinan- | Tafelvortrag
derausfiihrung
18:05 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 2.3,
Partnerarbeit Arbeitsblatt 2.4
18:25 | Besprechung der Ergebnisse an Verkniipfungsta- | L-S-Gesprach OH-Folie zu AB2.4
fel, eventuell Verkniipfung der Drehungen ein-
tragen
18.30 | Verabschiedung
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76 Symmetrien und Gruppen

9.2 Tafelanschriebe

2. Symmetrien
Definition: Eine ebene Symmetrie ist eine Spiegelung oder eine Drehung eines ebenen geometri-
schen Objekts, welche dieses Objekt mit sich selbst zur Deckung bringt.
Beispiel:
Symmetrien:
S g, - Dy Drehung um 0° im Gegenuhrzeigersinn
~ D1a: Drehung um 120° im Gegenuhrzeigersinn
Dsyo: Drehung um 240° im Gegenuhrzeigersinn
Sy Spiegelung an der Geraden ¢,
Sa: Spiegelung an der Geraden g
Ss: Spiegelung an der Geraden g3
T

Graphisches Darstellen von Symmetrien
3 3
3 1
D
Doy 240
1 2 2 3
1 2 1 2
3 3
3 3
S
Sgi 3
1 2 2 1
1 2 1 2
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Hintereinanderausfiihrung: Fiihrt man nacheinander zwei Symmetrieabbildungen aus, z.B. zuerst
Doy und danach S, so schreibt man S3 o Dgyg. Achtung: Man liest von rechts nach links, die
rechtsstehende Abbildung wird zuerst ausgefiihrt.

3 3
3 1
D240
1 2 2 3
1 2 1 2

S3 0 Dayg 3 Sy

Abbildungstafeln: Man kann Symmetrieabbildungen auch durch Abbildungstafeln darstellen. Es
reicht die Angabe, wohin die Ecken wandern:

12 3 12 3 3.1 2
D24°'<321) S3'<213)—<321>

Hintereinanderausfiihrung:

Nun streicht man die mittlere Zeile und erhalt

1 2 3
S30 Dy = (3 9 1) = Sy

9.3 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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78 Symmetrien und Gruppen

Dreieck zur Tafelprasentation: Vorderseite
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79

Dreieck zur Tafelprasentation: Riickseite

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



80 Symmetrien und Gruppen

Dreiecke zu AB 2 auschneiden

3 3 3

1 2 1 2 1 2
3 3 3

1 2 1 2 1 2
3 3 3

1 2 1 2 1 2
3 3 3

1 2 1 2 1 2
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Symmetrien

OH-Folie zu AB 2.2

S3




Symmetrien OH-Folie zu AB 2.4

Verkniipfungstafel fiir das regelmaBige Sechseck:

o| Do | Deo | Di2o | Digo | Daso | D3oo | S1 | S2 | S3 | Sa | S5 | Se




Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 2.1

Symmetrien am Quadrat

Aufgabe 1

Welche Symmetrien besitzt das Quadrat? Welche Symmetrien besitzen die beiden anderen Figuren,
bei denen zum Quadrat jeweils vier gleiche Dreiecke hinzugefiigt wurden?

D C D C D C

A B A B

A B

Hinweis: Zeichne als erstes die Symmetrieachsen im Quadrat ein und bezeichne sie geeignet.

Schiilerzirkel Mathematik: www.£08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/

Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 2.1

Symmetrien am Quadrat

Aufgabe 1

Welche Symmetrien besitzt das Quadrat? Welche Symmetrien besitzen die beiden anderen Figuren,
bei denen zum Quadrat jeweils vier gleiche Dreiecke hinzugefiigt wurden?

D C D C D C

A B A B

A B

Hinweis: Zeichne als erstes die Symmetrieachsen im Quadrat ein und bezeichne sie geeignet.
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 2.2

Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks

Aufgabe 2

Fiille die Verkniipfungstafel fiir die Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks aus. Zuerst wird die
Symmetrie in der ersten Zeile ausgefiihrt, danach die Symmetrie in der ersten Spalte.

ol Dy | Digg| Dogo| S1 | So | S3

In der nebenstehenden Graphik kannst Du die
Abbildungen durch Drauflegen eines Papierdrei-
ecks veranschaulichen

Zusatzaufgabe 1

a) Finde geometrische Figuren, die nur die drei Drehsymmetrien und keine Spiegelsymmetrien
besitzen.

b) Begriinde, warum es keine Figuren gibt, die nur die Spiegelsymmetrien Sy, Ss, S3 besitzen
und keine Drehsymmetrien (auer Dy, denn jede Figur besitzt die Symmetrie Dy).
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Symmetrien des regelmaligen Sechsecks

Aufgabe 3

a) Erstelle die Abbildungstafeln fiir S; und S5 am reguldren Sechseck.

Hinweis: Trage zunidchst in die untenstehende Graphik ein, auf welcher Position die Ecken
nach Ausfiihrung der Abbildung sind.

2 2

S4z<123456> 55:<123456>

b) Stelle die Hintereinanderausfiihrung S5 0.5, (d.h. zuerst Sy, dann S5) mithilfe der Abbildungs-
tafeln aus Teil a) dar.
j

c) Trage mithilfe der Abbildungstafel aus b) die Position der Ecken nach Ausfiihrung von S50.5,
ein (in der Vorlage unten). Uberlege anhand des Bildes, welche Symmetrie durch S5 o S,
entsteht.

1 2 3 4 5 6
S5OS4I 54{

= S;05; =

2
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 2.4

Hintereinanderausfithrung mit Abbildungstafeln

Aufgabe 4

Bestimme mit Hilfe der untenstehenden Abbil-
dungstafeln fiir die Sechsecksymmetrien die Hin-
tereinanderausfiihrungen:

a) S1 0 Dg, b) Sa 0 De,
C) SgOD60, d) S4OD601
e) S5 0 Dego, f) S 0 Deo.

Hinweis: S; bezeichnet die Spiegelung an g;.

Abbildungstafeln der Symmetrien des regelmaRigen Sechsecks:

1 23456 1 23456
DO'(123456) D60'(234561)

1 23456 1 23456
D”O'(345612) D180'<456123)

1 23456 1 23456
D240'(561234) D300'<612345)
g (123456 g (123456
"\16 5 432 5 43216
g . (123456 g . (123456
3216 5 4 654321
g . (123456 g (123456
216 5 4 3 6*\4 3216 5
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 2.4

Verkniipfungstafel fiir die Symmetrien des regelmiBigen Sechsecks:

o| Dy | Deo | D120 | Diso | Daao | Dsoo | S1 | S2 | Sz | Sa | S5 | Se
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10 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 3: Untergruppen

10.1 Stundenverlauf
Zeit | Unterrichtsschritte bzw. Sozialform Was ich brauche
Unterrichtsarrangement L-S-Tatigkeit
Methode
17:00 | Wiederholung L-S-Gespriach OH-Folien
17:10 | Wiederholungsblatt Einzel-/ Arbeitsblatt 3.1
Partnerarbeit OH-Folie Symme-
triegruppe des
Quadrats
17:20 | Symmetriegruppe des Quadrats Tafelvortrag/ OH-Folie Symme-
Liickentext/ triegruppe des
L-S-Gesprach Quadrats,
Arbeitsblatt 3.2
17:35 | Einfiihrende Aufgabe zu Untergruppe Einzel-/ Arbeitsblatt 3.3,
Partnerarbeit OH-Folie zu AB 3.3
17:45 | Untergruppen Tafelvortrag
18:05 | Ubungen Einzel-/ Arbeitsblatt 3.4
Partnerarbeit
18:20 | Besprechung der Losungen S-Vortrag
18.30 | Verabschiedung

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/




Untergruppen 89

10.2 Tafelanschriebe

3. Symmetriegruppe des Quadrats

Satz: Sei Gquadrat := {Do, Doo, D1so, Daro, S1, Sa, S3, 54} die Menge der Symmetrieabbildungen
des Quadrats. Mit der Hintereinanderausfiihrung o als Verkniipfung bildet Gquadrat €ine Gruppe.
Diese Gruppe ist nicht kommutativ.

Beweis: 1) Gruppeneigenschaften

Eigenschaft Beispiel allgemein zu sehen an Verkniip-
fungstafel (VT)
Abgeschlossen- | Sy 0 Dgg = 51, In der VT kommen nur
heit S1 € GQuadrat Gruppenelemente vor
Neutrales Dy ist NE 1. und 2. Zeile bzw. 1. und
Element 2. Spalte stimmen {iberein
Inverses Sy = 5), Dyrg = Dy NE kommt in jeder Zeile
Element und in jeder Spalte genau
einmal vor
Assoziativ- D1go 0 (S1 0 Dagg) = Gilt bei Symmetrie-
gesetz = Digpo Sy = Sy N abbildungen immer
(D180 © 51) 0 Do =
= 53 o) D270 = 54 ~— glelch

2) Das Kommutativgesetz gilt nicht:

S10 Dgy = Sy
aber
Dgo 0] Sl == SQ.

4. Untergruppen

Definition: Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Menge U mit folgenden
Eigenschaften:

1) Jedes u € U ist auch Element von G, also U C G (U ist Teilmenge von G).
2) (U, o) ist eine Gruppe.

Man schreibt U < G, falls U eine Untergruppe von G ist.

Beispiele:

1) G = Gsechseck= Symmetriegruppe des reguldren Sechsecks, U = Gpyeieck = Symmetrie-
gruppe des gleichseitigen Dreiecks: U < G.

2) Jede Gruppe ist Untergruppe von sich selbst: G < G.

3) Fiir jede Gruppe G gilt {e} < G (e = neutrales Element in G).
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90 Symmetrien und Gruppen

Satz: Sei (G, o) eine Gruppe und U eine Teilmenge. Dann ist U genau dann eine Untergruppe,
falls

1) Abgeschlossenheit: Fiir u,v € U gilt uowv € U.

2) Neutrales Element: U enthilt das neutrale Element e € G.

3) Inverses Element: Fiir v € U gilt auch u=! € U.
Begriindung: Das Assoziativgesetz gilt in GG, also auch in U. Dann sind alle vier Eigenschaften
einer Gruppe erfiillt.
Beispiel: G = Gsechsecks U = { Dy, S2}: U C G und
1) Abgeschlossenheit: o | Dy S,

Do | Dy S,
Nur El
S, | S, Do ur Elemente aus U

2) Neutrales Element: Dy € U.

3) Inverses Element: Dy' = Dy € U, S; ' =S, € U.

Also: U < G.

10.3 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Untergruppen OH-Folie Wiederholung 1

Wiederholung

Ebene Symmetrien sind Drehungen oder Achsenspiegelungen, die ein
ebenes Objekt in sich iberfiihren.

3 3
3 3
| S3
|
I -
|
|
l
1 ‘ 2 2 1
; 2 1 2

Beispiel:

1
g3

Hintereinanderausfiihrung: Fiihrt man zwei Symmetreiabbildungen nach-
einander aus, z.B. zuerst D49 und dann S5, so schreibt man S5 0 Doy
Sprich: ,,S3 nach Doy, die rechte Abbildung wird zuerst ausgefiihrt,

3 3
3 1
Doy
1 2 2 3
1 2 1 2

3
Sg O D24(\ A S?/




Untergruppen OH-Folie Wiederholung 2

Man kann Symmetrieabbildungen auch mit Abbildungstafeln darstellen.
Beispiel:

N ——_— -

1 23
D240—(312>

Ecke 1 liegt jetzt an Position 3, Ecke 2 liegt jetzt an Position 1, Ecke 3
liegt jetzt an Position 2.

Abbildungstafeln kénnen miteinander kombiniert werden:

ho_ (123 123
v=lane) 2o ooty
321

321

L2
Also: SgOD240 = (3 9 i)) = SQ



Untergruppen OH-Folie Symmetregruppe des Quadrats

Verkniipfungstafel fiir das Quadrat:

Definition: Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Rechen-
operation o. Man schreibt (G, o). Folgende Rechenregeln miissen fir
beliebige a, b, ¢ € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: aob e G
(Das Ergebnis von a o b muss wieder ein Element der Gruppe sein).
2) AG (Assoziativgesetz): ao (boc) = (aob)oc

3) NE (Neutrales Element): Es gibt ein NE e € G, so dass fiir jedes
acG eoa=ao0e=a.

4) IE (Inverses Element): Zu jedem a € G existiert ein IE @ € G, so
dassaoa=aoa=e.

Gilt zusatzlich noch KG (Kommutativgesetz): aob = bo q,
so heilt die Gruppe kommutative Gruppe.



Untergruppen

OH-Folie zu Arbeitsblatt 3.3

Symmetrien des Dreiecks:

o| Dy | Dizg| Dago| 51 So S3

Do| Do | D1 | Dago| S1 | S2 | 53

Digo | Di2o | Dogo | Do | S3 | S1 | 52

Doyy | Dogo | Do | Di2o| S2 | S3 | 51

S| St | S2 | S3 | Do | Dizg| Doy

So| Sz | S3 | S1 | Doy | Do | Ding

Sz| S3 | S1 | S2 | Diso| Daso| Dy

Symmetrien des Sechsecks:

o || Do | Deo | D120 | Diso | Doaso | D3oo | St | S2 | Sz | Sa | S5 | Se
Dy || Do | Do | D120 | Diso | D2ao | Dsoo | S1 | S2 | Sz | Sa | S5 | Se
Dego || Deo | D120 | D1so | Daso | Dsoo | Do | S5 | Sa | Se | S1 | S3 | 52
Do || D12o | Diso | D2so | D3oo | Do | Deo | Sz | St | S2 | S5 | S | Sa
Digo || Diso | Daso | Dsoo | Do | Deo | Di2o| Se | S5 | Sa | S3 | S2 | S
Doyo || Dago | D3oo | Do | Deo | D120 | Diso| S2 | Sz | St | Se | Sa | S5
Dsoo || D3oo | Do | Deo | D12o | Diso | Daso | Sa | Se | S5 | S2 | S1 | S3
Spo|| St | Sa | S2 | Se | S3 | S5 | Do | Di2o| Daso | Deo | D3oo | Diso
Sy || S2 | Se | S3 | S5 | S1 | Si |Daso| Do | Di2o| D3oo| Diso| Deo
S3 || Sz | S5 | St | Si | S2 | Se | Di2o| Daso| Do | Diso| Deo | D3oo
Sy || Sa | S2 | S | Sz | S5 | St | Dsoo| Deo | Diso| Do | Daso | Di2o
Ss || S5 | St | Sa | S22 | Se | Sz | Deo | Diso| Dsoo | Di2o | Do | Daso
Se || Se | Sz | S5 | S1 | St | S2 | Diso| Dsoo| Deo | Daso | Di2o| Do




Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 3.1

Symmetrien des Quadrats

Aufgabe 1

a) Erstelle die Abbildungstafeln fiir Doy und S; am Quadrat.

Hinweis: Trage zunidchst in die untenstehende Graphik ein, auf welcher Position die Ecken
nach Ausfiihrung der Abbildungen sind.

AN

|
EN | 3
N s
N | s
N s
I RN 7S
7IN
/0N
s
s | N
s | N
Y | 2
14 [ 2
D99/ .94 95 g\3\\ \5:1
4 3 4 3
1 2 1 2

1 2 3 4 1 2 3 4
Dgo:( ) Sli< )

b) Stelle die Hintereinanderausfiihrung Sy o Doy (d.h. zuerst Dy, dann S;) mithilfe der Abbil-
dungstafeln aus Teil a) dar.

1 2 3 4
Slngoi Dgo{ }Sl

c) Trage mithilfe der Abbildungstafel aus b) die Position der Ecken nach Ausfiihrung von S;0 Dy
ein (in der Vorlage unten). Uberlege anhand des Bildes, welche Symmetrie durch Sy o Dy
entsteht.

4 3

= Slng():
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Aufgabe 2

a) Erstelle die Abbildungstafeln fiir S3 und S; am Quadrat.

Hinweis: Trage zunachst in die untenstehende Graphik ein, auf welcher Position die Ecken
nach Ausfiihrung der Abbildungen sind.

AN

|
3 3
\\ | //
N s
I RN 7S
7IN
/0N
// | \\
s | N
Y | 2
14 [ 2
SE’,/ /gl :gz g\3\ \9\4
4 3 4 3
1 2 1 2

53:<1234> S4z<1234>

b) Stelle die Hintereinanderausfiihrung S, 0 S5 (d.h. zuerst S3, dann S;) mithilfe der Abbildungs-
tafeln aus Teil a) dar.

1 2 3 4
540531 Sg{ }34

c) Trage mithilfe der Abbildungstafel aus b) die Position der Ecken nach Ausfiihrung von Sy 0 .53
ein (in der Vorlage unten). Uberlege anhand des Bildes, welche Symmetrie durch S; o Ss
entsteht.

= 54053:
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 3.1

Zusatzaufgabe 1

Bestimme mit Hilfe der Abbildungstafeln aus den letzten beiden Aufgaben (jeweils in Teil a)) die
folgenden Hintereinanderausfiihrungen:

1 2 3 4
a) D90051I Sl{ }D9O
4 3
Dgg o Sy = Dgyo 51 =
1 2
1 2 3 4
. Sy
b) 53054. }53
4 3
53054: = 53054:
1 2
1 2 3 4
c) D90054I 54{ }DQO
4 3
Dgyo Sy = Dggo Sy =
1 2
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 3.2

3. Symmetriegruppe des Quadrats

Satz: Sei Gt i= | j

die Menge der Symmetrieabbildungen des Quadrats. Mit der Hintereinanderausfiihrung o als Ver-
kniipfung bildet GQuadrat €ine Gruppe. Diese Gruppe ist nicht

1) Eigenschaft Beispiel allgemein zu sehen an Verkniip-
fungstafel (VT)

2) Das Verkniipfungstafel fiir das Quadrat:

° Dy | Dgy | Digo | D270 | S1 Sa Ss3 Sy

Dy Dy | Doy | Digo | Daro | St Sa Ss3 Sy

gilt nicht: Doy || Doo | Diso | D2ro | Do | S2 | Sz | Sa | 51

D1go || D1go | D270 | Do | Dgg | S3 Sy S1 So

Dozg || Da7o | Do | Dgo | Digo | Sa S1 So Ss3

S S Sy Ss3 Sa Dqy | Dgg | Digo | Daro

Sa Sa Si Sy S3 | Darg | Do | Doy | Digo

S3 S3 So S1 Ss | Digo | D270 | Do | Dy

Sy Sy Ss3 So S1 | Dgo | D1go | D270 | Do
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 3.3

Gruppe in der Gruppe

Aufgabe 3

Gegeben sind ein gleichseitiges Dreieck und ein regelmaRiges Sechseck mit ihren Symmetrieachsen:

Verkniipfungstafel fiir die Symmetrien des Sechsecks:

‘ O H DO ‘ DGO ‘ D120 ‘ D180 ‘ D240 ‘ D300 ‘ Sl ‘ SQ ‘ SB ‘ 54 ‘ S5 ‘ S6 ‘
DO DO DGO D120 D180 D240 D300 Sl SQ SB 54 S5 S6
D60 DGO D120 D180 D240 D300 DO 55 S4 SG Sl S3 SQ
D120 D120 D180 D240 D300 DO D60 SB Sl SQ 55 SG S4
D180 D180 D240 DBOO DO D60 D120 SG S5 S4 53 SQ Sl

Vergleiche die Verkniipfungstafel des Dreiecks mit den entsprechenden Teilen der Verkniipfungstafel
des Sechsecks. Markiere Gemeinsamkeiten mit einem Marker.

Betrachte das gleichseitige Dreieck und das reguldre Sechseck und iiberlege, was die Ursache fiir
deine Beobachtung ist.
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 3.3

Zusatzaufgabe 2

Gegeben ist ein Rechteck, das kein Quadrat ist, mit den Symmetrie- 4 g'l 3
achsen wie nebenstehend skizziert. ;
a) Bestimme die Menge GRrechteck aller Symmetrien des Rechtecks. E
b) Schreibe die Verkniipfungstafel auf. --92-———5———-——
c) Zeige, dass GRrechteck Mit der Hintereinanderausfiihrung als Ver- E
kniipfung eine kommutative Gruppe bildet. E
1— 2
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Untergruppen

Aufgabe 4

Sei Gpreieck die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks, Gsechseck die Symmetriegruppe eines
regelmaBigen Sechsecks und G eine beliebige Gruppe.

Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch? Begriinde Deine Antwort!
a) Uy :={Dy, 51} < Gbreieck
b) Uz :={Do, Diso} < Gsechseck
c) Us :={Dy, D120, Daso} < Gbreieck
d) Us:={Dy, 51, 52,53} < Gbreieck
e) Us := {Dy, D120, D180, Daso} < Gsechseck
f) Us :={Do, Diso} < Gbreieck
g) Ur:={Dy, 52, Diso} < Gsechseck
h) Us :={Dy, 51,5, Digo} < Gsechseck

i) Uy = {...,—40,-20,-10,0,10,20,40,...} < {...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...} (beziiglich
Addition)

j) Uo:=4...,-5,-3,-1,0,1,3,5,...} < Z (Verkniipfung: Addition)

k) Uy :={z e Qmitz >0} < Q\ {0} (Verkniipfung: Multiplikation)

Zusatzaufgabe 3

Sei (G, o) eine Gruppe, h € G ein fest gewihltes Element mit inversem Element A und
G" = {h o g o h mit beliebigem g € G}.

Zeige, dass G < G gilt.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



11 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 4: Rechnen mit Rest-
klassen

11.1 Stundenverlauf

Zeit | Unterrichtsschritte bzw. Sozialform Was ich brauche
Unterrichtsarrangement L-S-Tatigkeit
Methode
17:00 | Einstieg: Uhrzeiten L-S-Gesprach OH-Folie

17:05 | Definition Kongruenz, Satz iiber dquivalente Ei- | Tafelvortrag
genschaften, Teilen mit Rest

17:30 | Ubungs-/Vertiefung Einzel-/ Arbeitsblatt 4.1
Partnerarbeit

17:40 | Definition Restklasse Tafelvortrag

17:50 | Ubungs-/Vertiefungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 4.2
Partnerarbeit

18:00 | Besprechung Teil b): S-Tafelvortrag

18:05 | Addition von Restklassen Tafelvortrag OH-Folie, Arbeits-

blatt 4.3
18:15 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 4.3

Partnerarbeit

18.30 | Verabschiedung
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Rechnen mit Restklassen 103

11.2 Tafelanschriebe

5. Kongruenz

Definition: Fiir ganze Zahlen a, b und m € N sagt man a ist kongruent zu b modulo m:

a=b modm,

falls @ — b durch m teilbar ist, d.h. a—b ist eine ganze Zahl.
? 2—2
Beispiele: 2 =26 mod 24: 76 = -1, v
52 10 mod 12 29 o
12
é —3 mod 12: w = 1 Falsch!.
12 2

Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) a=b modm
(2) Es gibt eine ganze Zahl k, dass gilt: a = b+ k - m.
(3) Teilt man a und b durch m, so bleibt der selbe Rest.

Bedingung (2) an unseren Beispielen:

. 226
2296 mod 24 =1 & 2-26=(-1)-24 & 2 =26 +(-1)- 24,7
24 ~— \b,/ —
a k? m
2 . 5—-(=19) _
=19 mod 12 T——— =2 & 5 =19+ 2 12,7
a b m
. 3-(-3) 1 1
3= -3 mod 12; 1(2 ) 5 € 3=-3 3 12 % (2) ist nicht erfiillt.
k

Teilen mit Rest: Grundschule: 21:4=5R1.
Als Gleichung: 21 =5-4+_1 .
~—

Rest

Definition: Gegeben sind ganze Zahlen a,m. Dann bedeutet a : m = k Rest R, dass es Zahlen
keZ, ReNy=1{0,1,2,...} gibt, so dass

a = k-m+Rund0<R<m-—1.
Die Zahl R heilt Rest: a geteilt durch m lasst den Rest R. Die Bedingung 0 < R < m — 1
garantiert, dass der Rest R eindeutig ist.
Bedingung (3) an Beispielen:

2=0-24+2,26=1-24+2: Die Reste sind gleich,
5=0-12+45, —19=(—2)-12+5: Die Reste sind gleich,
3=0-12+43, =3=(-1)-12+9:  Die Reste sind verschieden.
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104 Symmetrien und Gruppen

6. Restklassen

Die Uhr modulo 6: Schreibe alle Zahlen, die modulo 6 kongruent sind, in eine Kongruenzkette.
Es gibt 6 solcher Ketten:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...

...=-1=5=11=17=...

...=-3=3=9=15=...
...=-2=4=10=16=...
Definition: Als Restklasse [a] von a bezeichnet man die Menge aller ganzen Zahlen, die kongruent

zu a sind: [a] = {b € Z : a = b mod m} (Sprich: Die Menge alller b element Z, fiir die a
kongruent b modulo m ist).

Es gilt also: a =b mod m < [a] = [b].

Beispiel: Die Restklasse von 2 fiir Kongruenz modulo 5 ist: [2] = {... — 8,-3,2,7,12,...}. Alle
Elemente von [2] lassen beim Teilen durch 5 den Rest 2.

Definition:

1) Fiir die Menge der Restklassen modulo m schreiben wir Z/mZ = {[0],[1], ..., [m — 1]}

2) Wir definieren auf der Menge der Restklassen eine Addition: [a] + [b] = [a + b].

11.3 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Rechnen mit Restklassen OH-Folie Restklassen

Alfred und Bianca sind gemeinsam in Stuttgart unterwegs. Sie trennen
sich um 21.00 Uhr und vereinbaren, sich in 5 Stunden wieder zu treffen.

Daraufthin behauptet Bianca: ,Dann gilt 2 = 26, oder?”

Zur Addition von Restklassen:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...

...=-1=5=11=17=...

...=-3=3=9=15=...
...=-2=4=10=16=...

Allgemein:



Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 4.1

Kongruenzen

Aufgabe 1
a) Uberpriife jeweils mit allen drei Bedingungen, ob die folgenden Kongruenzen gelten:
a1) 17 =94 mod 11,
az) —32 =54 mod 8.

b) Bestimme alle ganzen Zahlen z, fiir welche die Kongruenz z = 12 mod 4 erfiillt ist.

Zusatzaufgabe 1

Sei m eine fest gewadhlte natiirliche Zahl. Zeige, dass ,kongruent sein” die drei Eigenschaften einer
sogenannten Aquivalenzrelation erfiillt. Diese sind:

a) Reflexivitit: a = a mod m fiir jede ganze Zahl q,
b) Symmetrie: Aus a = b mod m folgt b = a mod m,

c) Transitivitat: Aus a = b mod m und b = ¢ mod m folgt a = ¢ mod m.
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Restklassen

Aufgabe 2

In dieser Aufgabe werden Kongruenzen modulo m = 5 untersucht.

a) Gib alle fiinf Restklassen an:

0= { }
= { }
2= { }
8= { }
4= { }

b) Wahle zwei verschiedene Elemente a,b aus [3] und zwei verschiedene Elemente ¢, d aus [4].
Bilde die Summen a + ¢, a + d, b+ ¢, b+ d und stelle fest, in welchen Aquivalenzklassen die
Summen liegen.
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 4.3

Addition von Restklassen

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...
...=-1=5=11=17=...

...=-3=3=9=15=...
...=-2=4=10=16=...

Allgemein:

Aufgabe 3

Rechne in Z/mZ. Berechne das Ergebnis und schreibe es in der Form [a] mit 0 < a < m — 1 auf:

a) Z/5Z: [3]+[3] = b) Z/10Z: [4]+[8] =
[4]+ 4] = 91+ 1] =
8]+ 2] = [5] +[6] =

Zusatzaufgabe 2

Gleichungen in Z/mZ: Bestimme jeweils die Lésung. Der Wert der Variablen soll wieder zwischen 0
und m — 1 liegen.

a) InZ/6Z: [3]+[z] = 0] b) InZ/13Z: [7]+ [w] = [6]
Bl +y = 2 4 + [l = [3]

4+ [z = [0] Pl +yl = B

4+ [z = [0]

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



12 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 5: Restklassengrup-
pen

12.1 Stundenverlauf

Zeit | Unterrichtsschritte bzw. Sozialform Was ich brauche
Unterrichtsarrangement L-S-Tatigkeit
Methode
17:00 | Wiederholung L-S-Gesprach OH-Folien Wieder-
holung 1 und 2
17:10 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 5.1
Partnerarbeit
17:25 | Besprechung L-S-Gesprach Tafel
17:30 | Z/mZ ist eine Gruppe L-Vortrag Tafel
OH-Folie Gruppe
17:45 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 5.2
Partnerarbeit
17:50 | Besprechung S-Vortrag OH-Folie zu AB 5.2
17:55 | Untergruppen L-Vortrag OH-Folie Gruppe
Tafel
18:10 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 5.3
Partnerarbeit
18:25 | Besprechung L-Vortrag Tafel
18.30 | Verabschiedung
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Restklassengruppen OH-Folie Wiederholung 1

12.2 Tafelanschriebe

7. Restklassengruppen

Satz: Sei m eine natiirliche Zahl. Dann ist (Z/mZ, +) eine kommutative Gruppe.

Beweis: Seien a,b,c € Z mit 0 < a,b,c <m — 1.

Abgeschlossenheit: Wir miissen zeigen, dass [a] + [b] ein Element von Z/mZ ist.

Fall 1: a + b < m — 1: Dann gilt offensichtlich

[a] +[b] = [w} € Z/mZ.

zwischen 0 und m — 1
Fall 22 a+b>m: Danngilt 0 <a+b—m<(m—-1)+(m—1)—m=m—2und

la] +[b]) =[a+b] =[a+b—m| € Z/mZ.

zwischen 0 und m — 1

NE: Offenbar ist [0] das NE, denn es gilt
[a] + [0] = [a + 0] = [a] und [0] + [a] = [0 + a] = [a].

IE: Zu [0] ist [0] das IE. Fir 1 < a <m — 1 ist das |IE zu [a] das Element [m — a], denn es gilt
0<m-—a<m-—1,also [m—a] € Z/mZ und

la] +[m —a]l=[a+m—a] =[m]=[0] und [m —a]+ [a] =[m]=][0].

AG: Zu zeigen ist: ([a] + [b]) + [¢] = [a] + ([b] + [¢]). Wir verwenden, dass fiir die Addition ganzer
Zahlen das Assoziativititsgesetz gilt:

([a] + b)) +[c] = [a+b]+][] = [(a+b)+]
= [a+(b+c)] = [a+[b+ = [a]+([b]+[c]).

KG: [a] + [l =[a+b=[b+a =+

Untergruppen von (Z/67Z, +):

{[0]}

Triviale Untergruppen: U

U = Z/6Z

U = ?0],[2]} keine Untergruppe: 2] + [2] = [4] ¢ U
U = {0,214} = U<G: [+ ][ 2]H

[0] | [0] | [2] | [4]

2] | [2] ] [4] | [0]

[4] | [4] | [0] | [2]
v = {0.B} =U<G: [+]0][B]

[0] | [0] | [3]

B8] ] 3] ] [0]

12.3 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten



Restklassengruppen OH-Folie Wiederholung 1

Definition: Fiir ganze Zahlen a, b und m € N sagt man

a ist kongruent zu b modulo m: a = b mod m,

a—>b

falls a — b durch m teilbar ist, d.h. ist eine ganze Zahl.

m
Beispiel: Kongruenzen modulo 6:

...=-5=1=7=13=...

...=-6=0=6=12=...

...=-4=2=8=14=...

...=-1=5=11=17=...

...=-3=3=9=15=...

...=-2=4=10=16=...

Man schreibt alle Zahlen, die zueinander kongruent sind, in eine Menge,
die Restklasse:

zB. [1] = {...=51,7,13,...} = [-5] = [7] = ...
zB. 0] = {...—6,0,6,12,...} = [-6] = [12] = ...
Definition:

1) Fur die Menge der Restklassen modulo m schreibt man Z/mZ =
{[OL [1]7 e [m o 1]}

2) Auf der Menge der Restklassen ist eine Addition definiert:
la] + [b] = [a + b].



Restklassengruppen OH-Folie Wiederholung 2

Rechnen in Z/11Z = {[0], [1], [2], . . ., 101}

o 9]+ [ =[9+4]=[13=[2]
e [10] + [10] = [10 + 10] = [20] = [9]
o 8]+ [3] = [11] = [0]



Restklassengruppen OH-Folie Gruppe

Eine Gruppe (G, o) besteht aus

e ciner Menge GG und

e ciner Rechenoperation o.
Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a,b, c € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: a o b € G (Das Ergebnis von a o b muss wieder
ein Element der Gruppe sein).

2) Assoziativgesetz: a o (boc) = (aob)oec.

3) Neutrales Element: Es gibt ein NE e € GG, so dasseoca =aoce=a
fir jedes a € G.

4) Inverses Element: Zu jedem a € G existiert ein IE @ € G, so dass
aoa=aoa=e.

Gilt zusatzlich noch das Kommutativgesetz: @ o b = b o a, so heillt die

Gruppe kommutative Gruppe.

Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teilmenge von
G, so dass (U, o) eine Gruppe ist. Man schreibt U < G, falls U eine
Untergruppe von G ist.

Satz: Ist (G, 0) eine Gruppe und U eine Teilmenge, dann ist U genau
dann eine Untergruppe, falls

1) Abgeschlossenheit: Fiir u,v € U gilt uowv € U.

2) Neutrales Element: U enthilt das neutrale Element e € G.

3) Inverses Element: Fiir u € U gilt auch u™! € U.




Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 5.1

Addition von Restklassen

Aufgabe 1

Summen derselben Elemente: Berechne alle Elemente der angegebenen Mengen. Beachte, dass ein
Element nur ein Mal (und nicht mehrmals) in der Menge enthalten sein kann.

a) In Z/4Z: M, = {[2,12]+[2].[2 +[2 + [2,...},

b) In Z/6Z: M; = {[2],]2]+[2],[2] +[2]+[2],...}
My = {BLBI+Bl.- )
Ms = {351+, -}

c)In Z/8Z: Ms = {[2],12] +[2],[2]+[2] +[2],...}
Mz = {4, [4+ 4], }
My = {[6],[6] +[6], ...}

d) In Z/9Z: My = {2,121+ [2],[2] +[2] +[2],...},

e) In Z/10Z: My = {2112+ 2,12+ [2] +[2,...},
Mg = {[3],

My = {[5],
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Restklassen und Gruppeneigenschaften

Aufgabe 2
Fiille die Verkniipfungstafel fiir (Z/6Z,+) aus:

mal I (U B 1 R G B I &)

Welche Gruppeneigenschaften kann man an der Verkniipfungstafel direkt ablesen?

Zusatzaufgabe 1
Durch [a] - [b] := [a - b] wird in Z/mZ eine Multiplikation definiert.

a) Fiille die Verkniipfungstafel fiir (Z/6Z, -) aus:

10 T 7 1 A 1 B I )

b) Welches Element ist das neutrale Element in (Z/6Z,-)?
c) Warum ist (Z/67Z, -) keine Gruppe?

d) Nun wird das Element [0] aus Z/67Z entfernt, betrachte G := (Z/6Z) \ {[0]}. Welche Grup-
peneigenschaften sind in (G, -) erfiillt, welche nicht?

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 5.3

Restklassen und Untergruppen

Aufgabe 3

Finde nichttriviale Untergruppen von

a) (Z/4Z,+), b) (Z/5Z,+), c) (Z/6Z,+),
d) (Z)7Z,+), e) (Z/8Z,+), f) (Z/9Z,+),
g) (Z/10Z,+), h) (z/11Z,+), i) (Z/12Z,+).

Zusatzaufgabe 2
Welche Untergruppen besitzt (Z/100Z,+)?
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13 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 6: Der Satz von La-

grange
13.1 Stundenverlauf
Zeit | Unterrichtsschritte bzw. Sozialform Was ich brauche
Unterrichtsarrangement L-S-Tatigkeit
Methode
17:00 | Wiederholung und Monstergruppe L-S-Gesprach OH-Folie Wieder-
holung, OH-Folie
Monstergruppe
(nur obere Halfte)
17:10 | Untergruppen finden Einzel-/ Arbeitsblatt 6.1
Partnerarbeit
17:15 | Besprechung L-S-Gesprach OH-Folie zu Aufga-
be 1
17:20 | Definition Gruppenordnung und Satz von La- | L-Vortrag Tafel
grange
17:30 | Ubungen Einzel-/ Arbeitsblatt 6.2
Partnerarbeit
17:40 | Besprechung der Aufgabe, Erklarung der Anwen- | L-S-Gesprach Tafel, OH-Folie
dung des Satzes von Lagrange, Folgerungen, An- Monstergruppe
wendung auf Monstergruppe (untere Halfte)
17:50 | Beweisidee L-S-Gesprach Arbeitsblatt 6.3,
OH-Folie dazu
18:00 | Erzeugung von Untergruppen L-Vortrag Tafel
18:10 | Ubungsphase Einzel-/ Arbeitsblatt 6.4
Partnerarbeit
18:25 | Besprechung L-S-Gesprach Tafel
18.30 | Verabschiedung
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Satz von Lagrange

117

13.2 Tafelanschriebe

8. Der Satz von Lagrange

Definition: Fiir eine Gruppe GG mit endlich vielen Elementen heilt die Anzahl der Elemente von

G die Gruppenordnung. Fiir die Gruppenordnung von G schreibt man |G|.

Beispiel: |Z/6Z| = 6 weil Z/6Z 6 verschiedene Elemente hat.

Satz von Lagrange: Sei G eine endliche Gruppe. Ist U eine Untergruppe von G, dann ist |U] ein

Teiler von |G].

Beispiele: G =7Z/6Z, U = {[0], 2], [4]}. Dann gilt U < G und |U| = 3,

wobei 3 Teiler von 6 = |G| ist.

G =17Z/8Z, U ={[0],[4]}. Dann gilt U < G und |U| = 2,

wobei 2 Teiler von 8 = |G| ist.

Folgerungen: Sei U C G.

1) Ist |U| kein Teiler von |G|, dann ist U keine Untergruppe von G.

2) Ist |G| eine Primzahl, so besitzt G' nur die trivialen Untergruppen U = {e} und U = G.

9. Erzeugen von Untergruppen

Kochrezept:

Gegeben sei eine Gruppe (G, o) Bsp. G = Dg,

und eine Teilmenge M C G

1) Man fiigt das neutrale Element hinzu
— My

2) Man fiigt fiir jedes Element von My
das inverse Element dazu — My,

M = {D120751}
MN = {D07D120751}

My = { Dy, D129, D24o, S1}

3) Man priift die Abgeschlossenheit und o | Digg | Dasg | S; So S
figt solange fehlende Elemente hin- Do | Dagg | Do | S5 Sy St

zu, bis die Menge abgeschlossen ist Doy | Dy | Diog | S3 Sh S

— Mnia Si Sz | Sy | Do | Daso | Digo

So Sy Ss | Dizo | Do | Daao

S So S1 | Dago | Do | Do

= Mnia = {Do, D120, Do, S1, Sa, 3} ist
abgeschlossen und enthdlt NE und alle IE.

Definition: Mya heillt die von M erzeugte Untergruppe.

13.3 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Satz von Lagrange OH-Folie Wiederholung

Gruppe und Untergruppe

Eine Gruppe (G, o) besteht aus

e ciner Menge G und

e ciner Rechenoperation o.
Folgende Rechenregeln miissen fiir beliebige a, b, ¢ € G erfiillt sein:

1) Abgeschlossenheit: a o b € G (Das Ergebnis von a o b muss
wieder ein Element der Gruppe sein).

2) Assoziativgesetz: ao (boc)=(aob)oc

3) Neutrales Element: Es gibt ein NE e € G, so dass eoa =
aoe=aq fir jedes a € G.

4) Inverses Element: Zu jedem a € G existiert ein IE @ € G, so
dassaoa=aoa=ce.

Gilt zusatzlich noch das Kommutativgesetz: a o b = b o a, so heillt
die Gruppe kommutative Gruppe.

Eine Untergruppe U ist eine Teilmenge U C G, die selbst schon eine
Gruppe ist.
Triviale Untergruppen jeder Gruppe G: U ={e}, U =G.



Satz von Lagrange OH-Folie Monstergruppe

Die Monstergruppe hat ca. 8 - 10> Elemente.

Ausgeschrieben:
800000000000000000000000000000000000000000000000000000

Auf der Erde leben ca. 7 - 10° Menschen.

Ausgeschrieben: 7000000000 (Das sind 44 Nullen weniger!)

Sei nun eine Teilmenge U C M gegeben mit 3239767741 Elementen.

Primzahlzerlegung:
M| =2%6.320.59.76.112.133.17-19-23-29-31 -41-47-59 - 71
|U| =7 -17%-23-29




Satz von Lagrange

OH-Folie Aufgabe 1

Bezeichnung

nichttriviale Untergruppen U < G

(Z/2Z, +) 1101, [1]} —_—

(Z/3Z, +) {00], (1), 21} _—
(Z/AZ,+) | 0] (1 2], 13]3

(Z/5Z,+) | <101, (1], 21, 3], [4]3 —_—
(Z/6Z,+) | {10}, [1], [2], 31, [4], [5]} {101, [2], [413, - {[0], 3]}
(Z/7Z,+) | (0], [1], -, [5]; [6]}

(Z/8Z,+) | 10, [], .., (6], [7]} 1001, 2], [4], 1613, {[0], [4]
(Z/9Z,+) | [0], (1), -, [7], [8]}

(Z/10Z,+) | {[0], [1]; -, [8], [9]}

(Z/NZ,+) | {[0], (1], -, 9], [10]} _—

(Z/127.,+)




Satz von Lagrange

OH-Folie AB 6.3

Betrachte die Gruppe Z /127 mit der Addition von Restklassen als Ver-

kniipfung und die Untergruppe U = {[O], 4], [8]}
Zu zeigen ist: |U| = 3 ist ein Teiler von |Z/127Z).

Beweis: Bestimme

0] + U = {[0] + [0], [0] + [4], [0] + [8]} =

14U ={ )
2]+ U ={ }

3] +U=A }

4]+ U = { )

5]+ U =

6] +U =

14U ={ )

Dies sind verschiedene Mengen mit leerem Schnitt.
Alle diese Mengen haben Elemente

Die Vereinigung dieser Mengen ergibt

=
=



Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 6.1

Untergruppen von Z/mZ

Aufgabe 1

In dieser Aufgabe sollen nichttriviale Untergruppen von (Z/mZ,+) bestimmt werden. Vervollstan-
dige die Tabelle. Du kannst Dich an den eingetragenen Beispielen orientieren.

Bezeichnung G nichttriviale Untergruppen U < G
(Z/2Z, +) {[0}, (1]} —_—
(Z/3Z, +) {[0], [1], [21} —_—
(Z/4Z, +) {[0], [1], [21, [3]}

(Z/5z,+) | Ao, (1], [21, 3], [4]} —_—

(2/62Z,+) | {10], [1], [21, [3], [4], [5]} ([0, [21, [413,  {[0), [3]}
(2/72,+) | {[0],[1], .., [5], [6]}
(2/82,+) | {[0],[1], .., [6], [7]} {[0, [21, [4], 6]}, {[0], [4]}

(Z/9z,+) | AL [, . [7], [8]}

(Z/10z,+) | A[oL, [1], -, [8], [91}

(z)11Z,+) | {[0],[1],....[9], [10]} -

(z/12Z,+) | {[0],[1],...,[10], [11]}

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 6.2

Untergruppen

Aufgabe 2

a) Welche Ordnung haben die Symmetriegruppe Dg des Sechsecks und die Gruppe Z /1677
Dsl=___|Z/16Z| =

b) Bilden die angegebenen Mengen Untergruppen der Symmetriegruppe des Sechsecks? Begriinde
Deine Antworten!

b1) Uy :={Do, Diso},
by) Us := {Dy, D129, D24o, S5, S5},
b3) Us = {Do, Dy, D180}-

c) Bilden die angegebenen Mengen Untergruppen der Gruppe Z /1677 Begriinde Deine Antwor-

ten!

c1) Uy :={[0],[8]},

c2) Us = {[0], [7], [14]},

c3) Us = {[0], [3], [6], [9], [12], [15]}.

Hinweis: Der Satz von Lagrange kann teilweise eine schnelle Antwort liefern.

Zusatzaufgabe 1
Gibt es Gruppen, die sicher keine nichttrivialen Untergruppen haben? Begriinde Deine Antwort.
Zusatzaufgabe 2

a) Formuliere den Umkehrsatz zum Satz von Lagrange.

b) Wie konnte man den Umkehrsatz widerlegen?

Verkniipfungstafel fiir die Sechsecksymmetrien:

‘ 0 H DO ‘ D60 ‘ D120 ‘ D180 ‘ D240 ‘ D300 ‘ Sl ‘ SQ ‘ 53 ‘ 54 ‘ 55 ‘ SG ‘
DO DO D60 D120 D180 D240 D300 Sl SQ 53 54 55 SG
D60 DGO D120 D180 D240 D300 DO 55 S4 SG Sl 53 SQ
D120 D120 D180 D240 D300 DO DGO 53 Sl SQ 55 S6 S4
DlSO D180 D240 D300 DO DGO D120 SG S5 S4 53 SQ Sl
D240 D240 D300 DO D60 D120 DlSO 52 SB Sl SG S4 S5
D300 D300 DO D60 D120 D180 D240 54 SG 55 52 Sl 53
Sl Sl S4 SQ SG 53 55 DO D120 D240 DGO D300 D180
SQ 52 SG 53 55 Sl S4 D240 DO D120 D300 D180 D60
S3 SB 55 Sl 54 SQ SG D120 D240 DO D180 D60 D300
54 54 52 56 53 55 Sl D300 DGO D180 DO D240 D120
55 55 Sl 54 52 56 53 D60 D180 D300 D120 DO D240
S6 SG 53 55 Sl 54 52 D180 D300 DGO D240 D120 DO
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Symmetrien und Gruppen

Arbeitsblatt 6.3

Beweis des Satzes von Lagrange

Betrachte die Gruppe Z /127 mit der Addition von Restklassen als Verkniipfung und die Untergruppe

U = {[0], [4], [8]}-

Zu zeigen ist: |U| = 3 ist ein Teiler von |Z/127Z.

Beweis: Bestimme

0] + U = {[0] + [0], [0] + [4], [0] + [8]} =

1]+ = }

2+ = { }

3+ U = }

4+ = }

5]+ U =

6]+ U =

1]+ U = { }

Dies sind verschiedene Mengen mit leerem Schnitt.

Alle diese Mengen haben

Elemente

Die Vereinigung dieser Mengen ergibt

=
=
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 6.4

Untergruppen erzeugen

Aufgabe 3

Welche Untergruppe von Dg wird durch die Teilmenge M erzeugt? Gib jeweils die Ordnung der
erzeugten Untergruppe Mpja an. Uberpriife mit dem Satz von Lagrange, ob die gefundene Menge
eine Untergruppe sein kann.

a) M = {Dlgo}, b) M = {DGO}r C) M = {Sl}'
d) M = {51, 5}, e) M ={S, Si}, f) M = {Ss, D30},
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Symmetrien und Gruppen Arbeitsblatt 6.5

Knobelblatt

Sascha behauptet: Mit dem Satz von Lagrange kann ich doch auch folgendes sagen: ,Wenn G eine
endliche Gruppe und n ein Teiler von |G| ist, dann gibt es eine Untergruppe U mit |U| = n."

Die folgenden Aufgaben helfen Dir, herauszufinden, ob diese Aussage richtig ist.

Zusatzaufgabe 3

a) Gib die Ordnung der Symmetriegruppe des Sechsecks Dg und ihre nichttrivialen Teiler an.

b) Untersuche, ob es zu jedem nichttrivialen Teiler n von |Dg| eine Untergruppe von Dy mit der
Ordnung n gibt.

Hinweis: Du kannst die Ergebnisse von Aufgabe 4 verwenden.
c) Gib die Ordnung der Gruppe (Zs4, +) und ihre nichttrivialen Teiler an.

d) Untersuche, ob es zu jedem nichttrivialen Teiler von |Zy,| eine Untergruppe von Zos mit der
Ordnung n gibt.

Zusatzaufgabe 4

Die Symmetriegruppe des Tetraeders enthdlt nur Drehun-
gen und wird mit A, bezeichnet. Fiir die enthaltenen Ab-
bildungen gelten folgende Bezeichnungen:

e ¢ Das neutrale Element (Drehung um 0°),

o d;4: Die 180°-Drehung um die Gerade durch die
Mittelpunkte der Seiten 14 und 23,

e d;: Die 120°-Drehung um die Héhe durch den
Eckpunkt 4,

e d2. Die 240°-Drehung um die Hohe durch den
Eckpunkt 4 (also dy o dy).

a) Die 12 Elemente von A, sind (trage die fehlenden Zahlen ein):

6:<123 ) :<1234) d2:(1234>
1234 1423 ’
d2_(1234> :(1234> :<1234>

3241 4132)
d2(1234> (1234) (1234)
3 2431 ’
o= (3300) o= (3310 = (121)
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Symmetrien und Gruppen

Arbeitsblatt 6.5

b) Vervollstandige die Verkniipfungstafel von A,:

o || e |dio|dis|dia| dy | @ | dy | B | ds| 2| dy| 2
e || e |dio|dis|dia| dy | @ | dy | B | ds | 2| ds| 2
dio || dio| € |dig|dis| do | @ | ds | &2 | dy | 2| dy | B
dig || dis | dig| e |dio| dy | @ | dy | @B | dy | B | ds|
dog || dig | dis|dia| e | ds | @ | dy | @ | dy | 2| dy| B
dy || dy | ds | di | do B |dys| & dys
B @@ BB e |d |da|ld|da|d|ds]|ds
dy || dy | dy | ds | dy | 2 B e | & |dy| & |diy
B B3| @] 3| da e | dy |dis| dy | dio| dy
dy || ds | dy | dy | dy | & |dia| & |dio| @2 | e | & |dis
B BB BB |ds|di | ds| d | e dig | dy
dy | di | dy | dy | ds | B |dio| & |dia| & |dis| &2 | e
B BB BB | ds| d | dol|ds|dal| di dy

Zusatzaufgabe 5

a) Welche Ordnung hat A,? |A4| =

b) Das folgende Diagramm zeigt systematisch alle Untergruppen von A,4. Dabei bedeutet jeder
Pfeil ,ist Untergruppe von". Erkldre anhand des Diagramms, warum die Aussage von Sascha

falsch ist.

| {e,dio,di3, dia}

N\

| {6, d17ﬂ| {6, d1_3} | {6, d114}

{67 d47 di}

Begriindung:
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