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Trigonometrie

Wiederholung

Definition: Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ heiBen dhnlich, wenn man das Dreieck ABC
durch eine zentrische Streckung so vergroBern oder verkleinern kann, dass das daraus entstehende
Bilddreieck zu dem Dreieck A’B’C’ kongruent ist.

Satz: Zwei Dreiecke ABC und A’ B’C" sind genau dann dhnlich, wenn entsprechende Winkel gleich
groB sind.

Satz: Sind zwei Dreiecke dhnlich, dann stimmen die Verhaltnisse der Langen entsprechender Seiten
tberein.

Rechtwinklige Dreiecke

c
c Die Dreicke sind adhnlich, also gilt:

\BC|  |B'CY|

b a [Ac| A

2 |BC|  |B'CY|

[AB] — [A'B]

LA : [4B| _ |4B

B' |AC| |A'C|

Fiir rechtwinklige Dreiecke definiert man Abkiirzungen fiir die Seitenverhaltnisse.

Definition: In einem Dreieck ABC' mit Winkel 8 = 90° definieren wir:

5] 1 Sinus
—— =: sina
|AC|
BC
ﬁ =: tana Tangens
A Cosinus
—— =: CcOosu inu
|AC|
Merke: sino — Gegenkathete(n ange)’ cosor — nkathete(nlange)

Hypotenuse(nlange) Hypotenuse(nlange)

Satz: In einem Dreieck ABC mit 5 = 90° gelten:

|BC| |BC| |AC| sin «
tana = —— = =

|AB| |AC| |[AB] ~ cosa
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Aufgabe 1

Um die Entfernung z eines Schiffes zu einem Leuchtturm zu
bestimmen, haben die Seemanner frilher mit einem Sextanten den h
Winkel oo gemessen, unter dem sie die Leuchtturmspitze iiber dem

Horizont sahen. Die Leichtturmhohe h konnte aus den Seekarten

X

abgelesen werden. Sei nun a = 5° und A = 50m. Berechne die

Entfernung des Schiffes zum Leuchtturm.

Aufgabe 2

Geogebra-Datei: leuchtturml

Ein Quader besitzt die Kantenlangen a = 8,5cm; b=4,2cm; ¢ = 5,9cm. Wie groB sind die

Winkel zwischen

a) den Flachendiagonalen und den Kanten?

b) einer Raumdiagonale und den Kanten?

Hinweis: Fertige eine Skizze an.

Aufgabe 3

Ein Schiff fahrt genau auf ostwarts gerichtetem Kurs.
Ein Leuchtturm wird zunachst unter einem Win-
kel von 41° zur Ostrichtung gesehen. Nachdem das
Schiff 8 Seemeilen zuriickgelegt hat, muss man zum
Leuchtturm zuriick sehen. Nun betragt der Winkel
zur Westrichtung 57°. Berechne, welche Entfernung
x das Schiff vom Leuchtturm hat (in Seemeilen).
Hinweis: Zeichne im Dreieck eine geeignete Hohe ein
(nicht irgendeine Hohe).

Aufgabe 4

a) Bestimme die exakten Werte von b)
sin 45°, cos 45°.

45°

Geogebra-Datei: sinus-45
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Nord  Leuchtturm

«— West Ost —
41° 57°
8 Seemeilen
Sid
l

Geogebra-Datei: schiff-leuchtturm1

Bestimme die exakten Werte von
sin 60°, cos 60°, sin 30°, cos 30°.

60° . 60°

Geogebra-Datei: sinus-60
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Aufgabe 5

Bei den folgenden Dreiecken ist eine der Seitenlangen 1(LE) wie angegeben. Schreibe jeweils
an die anderen beiden Seiten die Lange als Funktion von «:

C
C

A +B g
A-O( /B

Geogebra-Datei: sinus-cosinus-1

Aufgabe 6

Bei den folgenden Dreiecken ist eine der Seitenlangen [(LE) wie angegeben. Schreibe jeweils
an die anderen beiden Seiten die Lange als Funktion von [ und dem angegebenen Winkel:

C

Geogebra-Datei: sinus-cosinus-2

Aufgabe 7

Ein regelmaBiges Fiinfeck habe die Seitenlange 4cm. Berechne den Radius des Umkreises mit
Hilfe von trigonometrischen Funktionen (Taschenrechner nétig).

Zeichne zuerst den Umkreis mit dem berechneten Radius und dann das Fiinfeck, indem Du
die Seitenlange mit dem Zirkel entlang des Umkreises abtragst.

Tipp: Fertige eine Skizze, zeichne die Verbindungslinien von den Ecken zum Umkreismittel-
punkt ein. Eine Hohenlinie in einem der entstehenden Dreiecke kann hilfreich sein.
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Satz: 1) Fiir 0 < a < 90° gelten: sin*a +cos’a = 1
sin(90° —a) = cosa
cos(90° —a) = sina

2) Folgende Werte fiir Sinus und Cosinus kdnnen exakt angegeben werden:

a | 30° | 45° | 60°
. 1| V2]V3
sina| = | — | —
2 2 2
V3 V2|1
cosa| — | — | =
2 2 2
Beweis: 1) Fiir die Gleichung sin®a + cos’a = 1 c c
wende Pythagoras im ersten Dreieck von Aufgabe 5 Y
an.
1 _ 1
Die zweite und dritte Gleichung folgen aus nebenste- sina cosy
hender Skizze unter Beachtung von v = 90° — a.
2) Die Werte in der Tabelle wurden in Aufgabe 4 A " A B
berechnet. oS siny

Sinus und Cosinus als Funktionen
Aufgabe 8

Es sei P, der Schnittpunkt der Halbgeraden g,, die durch Drehung der positiven z-Achse um
den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn entsteht, mit dem Einheitskreis. Skizziere jeweils den
Einheitskreis, die Halbgerade g,, und bestimme die Koordinaten (x,y) von P,. Verwende fiir
a) bis d) die Tabelle aus dem letzten Satz.

a) a = 30°,

b) a = 210°,
c) a=120°,
d) a=-30°,

e) « = 190° (mit Taschenrechner),

f) a = 280° (mit Taschenrechner).

Satz: Essei 0° < a < 90° und g, die Halbgerade, die durch Drehung der positiven x-Achse um
den Ursprung mit Winkel o im Gegenuhrzeigersinn entsteht. Dann hat der Schnittpunkt P, von g,
mit dem Einheitskreis die Koordinaten (cos «, sin ).

Definition: Fiir beliebige Winkel o sei P, der Schnittpunkt des Einheitskreises mit der Halbge-
raden g, die durch Drehung der positiven z-Achse um den Ursprung mit Winkel o im Gegenuhr-
zeigersinn entsteht (fiir & < 0 Drehung mit Winkel |a| im Uhrzeigersinn). P, habe die Koordinaten
(Tas Yo )- Wir definieren:

Dies definiert sin a und cos « fiir beliebige Winkel cv. Nach dem ersten Satz stimmt diese Definition
fiir 0° < a < 90° mit der alten Definition iiberein.

Schiilerzirkel Mathematik: www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/schuelerzirkel/



Schiilerseminar Klasse 8-10, Universitat Stuttgart, Seite 6

- yg=cos(B)

0.5 I

sin(x)

x cos(a)

xB:sin(B)‘O‘-5 1 X

Aufgabe 9
Fiille die folgende Wertetabelle mit Hilfe der Tabelle aus dem letzten Satz ohne Verwendung
eines Taschenrechners aus:

ol 0° 90° | 180° | 270° | 360° | 450° | —90° | 45° | —45° | 135° | 225°

sin o

COS @

Aufgabe 10
In der untenstehenden Zeichnung siehst Du, wie man vom Einheitskreis ausgehend das Schau-
bild der Sinusfunktion zeichnen kann.

Fiihre das im nichsten Arbeitsblatt nochmal fiir den Sinus aus (rechtes Koordinatensystem)
und entsprechend fiir die Kosinusfunktion in dem Koordinatensystem, bei dem die a-Achse
nach unten zeigt.

Geogebra-Datei: sinus
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Aufgabe 11
Driicke durch sin o, cos« aus:
sin(—a) = Y|
Hilfestellung: In der nebenstehenden Skizze
sind die Winkel o und —a im Einheitskreis ein-
getragen. Zeichne nun zu dem Winkel « und
—a jeweils den Sinus ein. Welche Beziehung
zwischen den beiden GroBen erhaltst Du? (0§
Verfahre bei den folgenden Beispielen analog — 1 X
(Einheitskreise zum Einzeichnen der Winkel lie-
gen auf einem extra-Blatt bereit)
cos(—a) =
sin(180° — o) =
COS(1800 - Of) = Geogebra-Datei: sinus—alpha

sin(180° + o) =
cos(180° + ar) =

Satz: Fiir beliebige Winkel « gelten:

sin®a +cos’a = 1
sin(—a) = —sin(a)
cos(—a) = cos(a)

sin(360° + ) = sina,
cos(360° +a) = cosa

Beweis am Einheitskreis.
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Aufgabe 12

In einem Rechteck ist ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenusenlange 1 eingezeichnet (siehe
Skizze). Gib alle nicht rechten Winkel in Abhangigkeit von «a, 3 an. Berechne zudem alle

Streckenlangen mit Hilfe der Funktionen Sinus und Cosinus. Folgere hieraus die Giiltigkeit der
Additionstheoreme:

sin(a + 8) = sin(«) cos(B) + cos() sin(53)
cos(a+ ) = cos(a) cos(f) — sin(«a) sin(5)

D F C
E
o+
B 1
o
A B

Geogebra-Datei: sinus—alpha

Satz: Fiir beliebige Winkel o, 3 gelten die Additionstheoreme:

sin(a+ 5) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(f)
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«a) sin(p)

Beweis siehe Anhang.

Aufgabe 13
Verwende fiir diese Aufgabe die Additionstheoreme und die a | 30° | 45° | 60°
Werte aus der nebenstehenden Tabelle ‘ 1 V2] V3
a) Stelle sin® o« und cos? a durch cos(2a) dar. il B RO DN
o . V3IV2l
b) Trage in die Tabelle exakte Werte ein: cosar| o | 5| 3
a 30° 15° 7,5°

sin o

COSs ¢«
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Aufgabe 14

Kreuze an, welche der folgenden Aussagen wahr sind:
Hinweis: In jedem Block ist nur eine Gleichung richtig.

sin(a + 360°) = sin(«) ; sin(—a) = sin(«a) ;

sin(a +360°) = —sin(a) || sin(—a) = —sin(a) ||

sin(a +360°) = cos(a) || sin(—a) = cos(a) | |

sin(a 4 360°) —cos(a) || sin(—a) = —cos(a) | |

sin(a + 180°) sin(a) ; sin(aw +90°) = sin(«) ; i ’ 00(

sin(a +180°) = —sin(a) || sin(a +90°) = —sin(a) ||

sin(a +180°) = cos(a) | | sin(a +90°) = cos(a) ||

sin(a + 180°) —cos(a) || sin(a +90°) = —cos(a) | |
Anwendungsaufgaben
Aufgabe 15

a) Leite aus den Additionstheoremen Formeln fiir sin(av — 8) und cos(a — f3) her.

b) Rechne mit Hilfe der Additionstheoreme nach, dass

a—p a+p

sina —sin 8 = 2sin 5 08—,

gilt.
Hinweis: Nicht mit der rechten Seite anfangen zu rechnen! Wende eines der Additions-

theorem auf
. . (a +6  a-— 5)
sina = sin +

2 2

an. Verwende eine entsprechende Aufblahung fiir sin (.

Aufgabe 16

Welche Spannung kommt aus der Steckdose?

Aus der Steckdose kommt Wechselspannung der Form w(t) = asin(wt) mit w = 50 - 360° L.
Die Angabe ,,220 Volt" bedeutet aber nicht a = 220. Sie bedeutet, dass bei einem angeschlos-
senen Widerstand dieselbe Leistung erzeugt wird wie beim Anschluss desselben Widerstandes
an eine Gleichspannung von 220 Volt. Die Leistung ist proportional zum Quadrat der Span-

nung, egal welchen Widerstand man anschlieBt.

Bestimme a so, dass das Integral fol u?(t) dt denselben Wert ergibt wie fol 220%dt (Integral
iiber die konstante Funktion).

17%5(2(1) kann hilfreich sein.

Hinweis: Die Formel sin?(a) =

Schiilerzirkel Mathematik: www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/schuelerzirkel/
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Didaktische Reduktion: Fiir die folgende Aufgabe wurde der Unterschied zwischen effektiver Span-
nung und Amplitude (vgl. vorige Aufgabe) nicht beriicksichtigt. Will man mit den Zahlen der Realitit
rechnen, so miisste die Amplitude mit /2 multipliziert werden. Aber dann sieht man die bekannten
Zahlen 220 Volt und 380 Volt nur, wenn dieser Faktor wieder wegdividiert wird.

Aufgabe 17
220 VoIt —220 Volt ergibt nicht unbedingt 0 Volt:
Ein Elektrizitatswerk liefert Drehstrom, d.h. drei Wechselspannungen der Form

uq(t) = 220 sin(wt), ug(t) = 220 sin(wt + 0), ug(t) = 220 sin(wt + 20)

(Angaben in Volt). Da die Spannungen eine Frequenz von 50 Herz (=Schwingungen pro
Sekunde) haben, gilt w = 50 - 360° —. Die Phasenverschiebung betrigt § = 120°.

4
sec

a) Skizziere die Spannungsverldufe im Koordinatensystem.

U
220+
f ; —
0 1 1 3 t
100 50 100
=220 T
Geogebra-Datei: drehstrom

b) Die Leitungen sind so zusammengeschaltet, dass sich die Spannungen abziehen, wenn ein
Verbraucher entsprechend angeschlossen wird (Z.B. an die Punkte A und C'im Schaltbild
unten). Beniitze die Additionstheoreme, um den Spannungsverlauf der Differenz uy — uy
in der Form ws(t) — uy(t) = asin(wt + 7) zu berechnen. Gib a und v an.

Hinweis: Hilfreiche Formeln sind

: : . a—f a+ g
sina —sinf = 2sin coS
2 2
und cosa = sin(90° + «).
Schaltbild: c
0
A B

Geogebra-Datei: drehstrom-schaltbild

Schiilerzirkel Mathematik: www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/schuelerzirkel/
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Anhang 1
Geometrischer Beweis der Additionstheoreme
fur Sinus und Kosinus

Der Satz

Die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus lauten:
sin( + ) = sina-cosf + cosa - sin f,
cos(ae + ) = cosa-cosf —sina-sinf,

und gelten fiir beliebige Winkel o, 5.

Beweis fiir den Fall 0° < a, 3 < 90°

Zum Beweis wird ein rechtwinkliges Dreieck konstruiert, bei dem ein Winkel die GréBe von « und
die Hypotenuse die Lange 1 hat. Dies ist fiir jeden Winkel o zwischen 0° und 90° mdglich.

Dann wird das Dreieck so gedreht,
dass die am Winkel « anliegende Ka-
thete mit einer (am Besten waagrecht
gezeichneten) Geraden g den Winkel
[ einschlieBt, siehe rechts.

AnschlieBend wird ein Rechteck mit zu g parallelen bzw. senkrechten Seiten um das Dreieck herum-
gelegt, siehe unten. Dabei miissen drei Falle unterschieden werden:

Fall 1: o + 8 < 90° Fall 2: o + 8 = 90° Fall 3: a + 3 > 90°
sinB-sinx . .
cos(a+B) sinB-sinx sinB-sina .
F\ o+ N < )
cosB-sina sine B cosp-sina
cosB-sinx sing B '
sina \ sin(180°-(x+p))
i =sin(a+B)
sin(x+B) ) 8 1 )
cos sinf-cosa
cosg sinf-cosa
cosa
sinf-cosax
o o 180°-(A4B\’/ g
B Ya B Ya B g
cosp-cosa . 0B Cosa cos(180°-(a+B)) cosB-cosx
=-cos(a+p)

Die blau eingezeichneten Winkel ergeben sich aus den vorgegebenen Winkeln «, (3:
Der blaue Winkel 8 durch Drehung des griinen Winkels um 90°, der Winkel av+ 3 als Wechselwinkel,
und der Winkel 180° — (a + ) als Erganzungswinkel.

An den senkrechten Seiten des Rechteck liest man ab:

sin(a + f) im Fall 1 und Fall 3

COSB-SIHOZ+SID5COS(I = { 1 = Sin(90°) :sin(a+ﬁ) im Fall 2

Dies ist das erste der Additionstheoreme.
Schiilerzirkel Mathematik: www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/schuelerzirkel/
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An den waagrechten Seiten des Rechteck liest man ab:

Fall 1: cos(a+ ) +sinf-sina = cosf3 - cos
Fall 2: sinf-sina—cosf-cosa = 0 = cos(90°) = cos(a+ f)
Fall 3: sinf-sina = —cos(a+ )+ cosf - cosa

In allen drei Fallen folgt durch Auflosen nach cos(a + () das zweite der Additionstheoreme.

Der Beweis im Fall a = 0°:

Fiir das erste Additionstheorem:

Linke Seite:  sin(a+ ) = sinf
Rechte Seite:  sina-cosf3+cosa-sinff =0-cosff+ 1-sinf = sin 3 = Linke S.

Also stimmt das erste der Additionstheoreme auch in diesem Spezialfall. Genauso:

Linke Seite:  cos(a+ ) = cosf3
Rechte Seite:  cosa-cosf —sina-sinff =1-cosfS+0-sinf = cos § = Linke S.

Andere Winkel
Die weiteren Falle o > 90° oder 8 > 90° konnen mit Hilfe der Beziehungen
sin(a) = cos(a — 90°) (%)
cos(a) = —sin(a —90°) (%)
auf die bereits bewiesenen zuriickgefiihrt werden.

Exemplarisch behandeln wir den Fall 90° < o < 180°, 0 < 8 < 90°. In diesem Fall gilt

sin(a + () = cos(a+ 8 —90°) = cos ( (o —90°) +0)
>0, <90°

cos(aw — 90°) - cos B — sin(av — 90°) - sin

Additionstheorem fiir cos
bereits beweisener Fall

(+) und (x+) sin o - cos 3 + cos « - sin f3.

Genauso:

cos(a + ) = —sin(a+ - 90°) = —sin ((w — 90°) + j3)

Additig]r:é:rneorem . SiD(OZ . 900) . COSﬁ _ COS(O& _ 900) . sinﬁ

() und (sx) . .
= cosa - cos 3 —sina - sin (.

Man kann nun durch Wiederholung dieses Arguments und durch Anwendung dieses Arguments mit
Vertauschung von «, 3 beweisen, dass die Additionstheoreme fiir beliebige Winkel 0° < «, 5 < 360°
gelten. Mit der Periodizitdt der Winkelfunktionen folgt dann der Beweis fiir den allgemeinen Fall.

Schiilerzirkel Mathematik: www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/schuelerzirkel/
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Vorschldge fiir Aufgaben zum Beweis

Moglichkeit 1: Fragend-entwickelnd wird der erste Fall gemeinsam behandelt. Dann kann folgende
Aufgabe gestellt werden:

Aufgabe

a) Berechne im nebenstehenden Bild die
zwei blau eingezeichneten Winkel aus «
und S und trage Dein Ergebnis in die
Skizze ein.

b) Berechne die Seitenlangen der vier
rechtwinkligen Dreiecke, deren rechte
Winkel eingezeichnet sind. Beginne mit
dem inneren Dreieck, dessen Hypotenu-
se die Lange 1 hat. Schreibe Dein Ergeb-
nis jeweils an die Dreiecksseite, zu der es
gehort. Mit den Beziehungen

sin(180° — ) = sin(v)
cos(180° — ) = —cos(v)

kannst Du die Seitenlangen des linken
Dreiecks noch einfacher angeben.

c) Schreibe die Beziehungen auf, die sich
daraus ergeben, dass gegeniiberliegende
Seiten im Rechteck gleich lang sind.

d) Stelle sin(a + ) und cos(a + ) durch
sina, sinf, cosa und cos dar und
vergleiche mit den Formeln, die im Fall
a+ B < 90° bewiesen wurden.

Man kann nun noch die Frage anschlieBen:

e) Wie kdnnte eine Beweisfigur fiir den Fall o 4+ 5 = 90° aussehen? In diesem Fall kannst Du die
Werte von cos(a+ 3) und sin(a+ 3) explizit angeben. Zeige mit Deiner Beweisfigur, dass auch
in diesem Fall die Formeln fiir cos(a + 3) und sin(a + ) stimmen.

Schiilerzirkel Mathematik: www.mathematik.uni-stuttgart.de/studium/schuelerzirkel/
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Moglichkeit 2: Die Schiilerinnen und Schiiler entdecken den Beweis selber.
Aufgabe

In dieser Aufgabe kannst Du herausfinden, wie man cos(a+ ) und sin(a+£) durch sin «v, sin 3, cos «
und cos 3 berechnen kann.

a) Berechne im nebenstehenden Bild die
zwei blau eingezeichneten Winkel aus «
und 3 und trage Dein Ergebnis in die
Skizze ein.

b) Berechne die Seitenlangen der vier
rechtwinkligen Dreiecke, deren rechte
Winkel eingezeichnet sind, mit Hilfe von
sinq, sinf, cosa, cosf3, sin(a + 3)
und cos(a + ). Beginne mit dem in-
neren Dreieck, dessen Hypotenuse die
Lange 1 hat. Schreibe Dein Ergebnis
jeweils an die Dreiecksseite, zu der es
gehort.

c) Schreibe die Beziehungen auf, die sich
daraus ergeben, dass gegeniiberliegende
Seiten im Rechteck gleich lang sind.

d) Stelle sin(a + /) und cos(a + ) durch
sin v, sin 3, cosa und cos 3 dar.

Alternativ kann man die Aufgabe durch Angabe der Additionstheoreme vereinfachen:
Aufgabe
Die Werte von cos(a+ ) und sin(« + /3) kdnnen aus sin «, sin 3, cos « und cos 3 folgendermaBen
berechnet werden:
sin( + ) = sina-cosf + cosa - sin f,
cos(a+ ) = cosa-cosf —sina-sinf,
Dies kannst Du in dieser Aufgabe fiir a + 3 < 90° beweisen.
Dann a), b), c) wie oben.

d) Kannst Du nun die oben angegebenen Formeln fiir cos(a + ) und sin(« + 3) beweisen?
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Anhang 2 zur Trigonometrie
Alle Aufgaben mit Losungen

1) Um die Entfernung = eines Schiffes zu einem Leuchtturm zu
bestimmen, haben die Seemanner frilher mit einem Sextanten den

h
Winkel o gemessen, unter dem sie die Leuchtturmspitze iiber dem
Horizont sahen. Die Leichtturmhohe h konnte aus den Seekarten o =
abgelesen werden. Sei nun o = 5° und h = 50m. Berechne die
Entfernung des Schiffes zum Leuchtturm. Geogebra-Datei: leuchtturm1
y . h 50
Loésung: Es gilt — =tana, also x = m =~ 571,5m.
x tan 5°

2) Ein Quader besitzt die Kantenldangen a = 8,5cm; b=4,2cm; ¢ = 5,9cm. Wie groB sind die
Winkel zwischen

a) den Flachendiagonalen und den Kanten?

b) einer Raumdiagonale und den Kanten?

Hinweis: Fertige eine Skizze an.

Losung:

a) Es genligt, den Winkel v zu berechnen, da 5 = 90° — «.

a;) Bei der Seitenflache mit Seitenlédngen 8,5 und 4,2 cm: B> o

tana = = a~26,3°.

8,5 3

az) Bei der Seitenflache mit Seitenlédngen 8,5 und 5,9 cm:

Geogebra-Datei: quaderl-loesung

9
= a = 34,8°

tan v = —
8.5

ag) Bei der Seitenfliche mit Seitenldngen 5,9 und 4,2 cm:

tana = = a~35,4°

b) Wir beginnen mit der Berech- ~ 4+——
nung des Winkels o zwischen ¢ et E G
der Raumdiagonalen AG und
der Kante AFE. Dazu schnei-
den wir den Quader schrag
durch (siehe die gepunkte-
ten Linien) und erhalten das NP S «

Rechteck ACGE. Mit Pytha- o -
A 5,9 B A :
goras folgt

8,5
8,5

Geogebra-Datei: quader2-loesung
|EG| = \/|EF|? + |[EG|? = /5,92 + 4,22 = /52, 45.

52,45
8,5

Nun folgt wie in Teil a): tana = = o~ 40,4°.
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Um den Winkel [ zwischen

der Raumdiagonalen AG und E

der Kante AB auszurechnen,
schneiden wir den Quader
schrag durch wie mit den
gepunkteten Linien angedeu-

H,
[
[
[
[
[
[
tet. Dieser Schnitt liefert - Lio -

das Rechteck ABGH. Dass /B

der Winkel GBA ein rechter
Winkel ist, kann man folgen-

8,5

C
42 B
A 5,9 B

Geogebra-Datei: quader3-loesung

dermaBen einsehen: Er entsteht aus dem rechten Winkel F'BA durch Drehung um die

Drehachse AB. Wie oben folgen | BG| = /| BC|2 + |CG[? = V4,224 8,52 = /89, 89,

V89,89

t — = [~ 58 1°.
anf =Yoo= = AR
H, G G F
Entsprechend fiir den Winkel ~: E : 17
[
|IDG| = +/|DH|? +|HG? L 6.5
v P P
A - C
ATV AT 5 4.2 v
tan vy = M A 5,9 B D 4,2 A
:> fy N 67 %02 Geogebra-Datei: quader4-loesung

3) Ein Schiff fahrt genau auf ostwarts gerichtetem Kurs.
Ein Leuchtturm wird zunachst unter einem Win-
kel von 41° zur Ostrichtung gesehen. Nachdem das
Schiff 8 Seemeilen zuriickgelegt hat, muss man zum
Leuchtturm zuriick sehen. Nun betragt der Winkel
zur Westrichtung 57°. Berechne, welche Entfernung
x das Schiff vom Leuchtturm hat (in Seemeilen).
Hinweis: Zeichne im Dreieck eine geeignete Hohe ein
(nicht irgendeine Hohe).

Losung:

Moglichkeit 1: Verwende die Hohe durch die rechte untere
Ecke. Dann gilt h = 8sin41° Seemeilen und % = sin 82°,
also

1 sin41°
~ sin8&2°  gin&2°

|
|
Q

5,3 Seemeilen.

1

Nord  Leuchtturm

«— West Ost —
41° 57
8 Seemeilen
Sid
l
Geogebra-Datei: schiff-leuchtturm1
L
82°
h X
41° 57°
8 Seemeilen

Geogebra-Datei: schiff-leuchtturml-loesung
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Moglichkeit 2: Verwende die Hohe durch die linke untere Lese
Ecke. Dann gilt h = 8sin 57° Seemeilen und
h X
xr = 8cosh7® + h
tan 82°
. o 570
B o, SINOT7 N\ _ 41
= 8 (COS57 + g ) 5,3 Seemeilen. 3 Seermeilen
Leogebra-Latel: schitr-leuchtturml-loesunga
4) a) Bestimme die exakten Werte von b) Bestimme die exakten Werte von
sin 45°, cos 45°. sin 60°, cos 60°, sin 30°, cos 30°.
\
\
\
1 \
1 AN
\
\
\
457 60° _ [e0°
Geogebra-Datei: sinus-45 Geogebra-Datei: sinus-60

Losung:

a) Aufgrund der Winkelsumme von 180° im Dreieck gilt
v = 45°. Also ist das Dreieck gleichschenklig, die
beiden Katheten sind gleich lang. Aus dem Satz des
Pythagoras folgt nun

1 2
a? +a? =12, aIsoa:\/jzi.
2 2

Nach der Definition von Sinus und Kosinus gilt

Geogebra-Datei: Loesung-Sinus-Kosinus-04a

sin 45° =

of%

a
_ = — 402—:
7 5 cos 45 7

b) Im groBen Dreieck misst der dritte Winkel ebenfalls 60°

(Winkelsumme im Dreieck). Also haben alle Seiten des i
groBen Dreiecks die Lange 1. Es folgt (3
\
1 \
‘AD|:§7 \DC|:\/1—|AD\2=\/§=§. ' \
\
\
Nach der Definition von Sinus und Kosinus gilt - 1 @\
A D B
Sin 600 o |DC| - ﬁ CoS 600 o |AD| o 1 Geogebra-Datei: Loesung-Sinus-Kosinus-04b
127 I
AD 1 D
sin 30° = u =—, cos30° = M = @
1 2 1 2
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5) Bei den folgenden Dreiecken ist eine der Seitenlangen 1(LE) wie angegeben. Schreibe jeweils
an die anderen beiden Seiten die Lange als Funktion von «:

Losung: C
C
) 1
sin o COS (v ;
an o
AW al X
CoS &

6) Bei den folgenden Dreiecken ist eine der Seitenldngen [(LE) wie angegeben. Schreibe jeweils
an die anderen beiden Seiten die Lange als Funktion von [ und dem angegebenen Winkel:

tan o

C C
Losung:
Y Y
C  lcosy ] I ,
cos 7y
l [sin
a >
A [cos B A [siny B A Isiny B

Geogebra-Datei: sinus-cosinus-2-loesung

7) Ein regelmaBiges Fiinfeck habe die Seitenldnge 4cm. Berechne den Radius des Umkreises mit
Hilfe von trigonometrischen Funktionen (Taschenrechner nétig).
Zeichne zuerst den Umkreis mit dem berechneten Radius und dann das Fiinfeck, indem Du
die Seitenlange mit dem Zirkel entlang des Umkreises abtragst.
Tipp: Fertige eine Skizze, zeichne die Verbindungslinien von den Ecken zum Umkreismittel-
punkt ein. Eine Hohenlinie in einem der entstehenden Dreiecke kann hilfreich sein.

Losung: Aus 5o = 360° folgt o = 72°.
Da das Dreieck AM E gleichschenklig ist, halbiert die Hohe
die Seite EA. Also gilt |EF| =2cm.

EF
Mit EEL 0 @ folgt
T

|EF| 2
sin & sin 36°

[\

Geogebra-Datei: fuenfeck-loesung
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8) Essei P, der Schnittpunkt der Halbgeraden g, die durch Drehung der positiven x-Achse um
den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn entsteht, mit dem Einheitskreis. Skizziere jeweils den
Einheitskreis, die Halbgerade g,, und bestimme die Koordinaten (x,y) von P,. Verwende fiir
a) bis d) die Tabelle aus dem letzten Satz.

a) a=30°, Losung: a x Y
o \/3 ~ 1 _

b) o = 2100’ 30 5~ 0,866 5 — 0,5
210° | - ~ —0,866 | —L=0,5

c) a=120°, 2 2
; 120° —3=—-0,5| %~ 0,866
d) o= =307, —30°|  ¥x~0,866| -1 =-05
e) a = 190° (mit Taschenrechner), 190° —0,985 —0,174
f) «a = 280° (mit Taschenrechner). 280° 0,174 —0,985

9) Fiille die folgende Wertetabelle mit Hilfe der Tabelle aus dem letzten Satz ohne Verwendung
eines Taschenrechners aus:

Losung:

a | 0°190° | 180° | 270° | 360° | 450° | —90° | 45° | —45° | 135° | 225°
sima |0 1| 0 | 1| 0 | 1 | -1 | V2] _¥2] 2| _¥2
cosae| 11 0 -1 0 1 0 0 g g _g _g

10) In der untenstehenden Zeichnung siehst Du, wie man vom Einheitskreis ausgehend das Schau-
bild der Sinusfunktion zeichnen kann.

Fiihre das im nachsten Arbeitsblatt nochmal fiir den Sinus aus (rechtes Koordinatensystem)
und entsprechend fiir die Kosinusfunktion in dem Koordinatensystem, bei dem die a-Achse
nach unten zeigt.

(o)

Geogebra-Datei: sinus
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11) Driicke durch sin, cosa aus:

sin(—a) =

Hilfestellung: In der nebenstehenden Skizze
sind die Winkel o und —a im Einheitskreis ein-
getragen. Zeichne nun zu dem Winkel « und
—a jeweils den Sinus ein. Welche Beziehung
zwischen den beiden GroBen erhaltst Du?

Y|

Verfahre bei den folgenden Beispielen analog
(Einheitskreise zum Einzeichnen der Winkel lie-
gen auf einem extra-Blatt bereit)

Lésung: sin(—a) =
cos(—a) =

sin(180° — «
cos(180° — «v
(

sin(180° + «
cos(180° + «

)
)
)
)

—sin «
COS &
sin o

— COos &

—sin «
— COos &

Geogebra-Datei: sinus—alpha

12) In einem Rechteck ist ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenusenlange 1 eingezeichnet (siehe
Skizze). Gib alle nicht rechten Winkel in Abhangigkeit von «a, 3 an. Berechne zudem alle
Streckenlangen mit Hilfe der Funktionen Sinus und Cosinus. Folgere hieraus die Giiltigkeit der

Additionstheoreme:
sin(a + ) sin(a) cos(3) + cos(a) sin(f)
cos(a + f3) cos(a) cos(3) — sin(a) sin(f)
Losung:
cos(x) sin(B) 90°-B [ cos(B) sin(a)
sin(B) sin(x)
sin(x)
B o
cos(x) cos(B) [ 90"
90°-a
a+B
1
cos(a+p)
B
90°-a-B sin(a+p)

Geogebra-Datei: additionstheoreme-loesung
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13) Verwende fiir diese Aufgabe die Additionstheoreme und die a | 30° | 45° | 60°
Werte aus der nebenstehenden Tabelle ' 1 [V2]V3
a) Stelle sin? o« und cos? o durch cos(20) dar. il NO I RO DN
in di - V3 V2] 1
b) Trage in die Tabelle exakte Werte ein: cose| = | 5| 3
Losung:
a) cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) = cos?(a) — sin?(a)
1 2
cos(2a) = cos?(a) — (1 — cos?(a)) = 2cos’(a) =1 = cos?(a) = H%(a)
- 1 2
cos(2a) = (1 —sin*(@)) —sin*(a) = 1 — 2sin’(a) = sin’*(a) = %(a)
b)
a | 30° 15° 7,5°
. 1 2 -3 \/ 2—-vV2++V3
sina | —
2 2 2
cos « @ 2+ V3 \/2+ 2+ V3
2 2 2
14) Kreuze an, welche der folgenden Aussagen wahr sind:
Hinweis: In jedem Block ist nur eine Gleichung richtig.
Losung:
sin(a + 360°) = sin(«) E sin(—a) sin(a) [ ]
sin(a + 360°) = —sin(«) j sin(—a) = —sin(a)
sin(a 4 360°) = cos(a) | ] sin(—a) = cos(a) [ ]
sin(a +360°) = —cos(a) [ ] sin(—a) = —cos(a) | ]
[0
sin(a + 180°) sin(a) j sin(aw +90°) = sin(«) D B
sin(o +180°) = —sin(e) [X] sin(a+90°) = —sin(a) [ ]
sin(a + 180°) = cos(«) j sin(aw +90°) = cos(«)
sin(a 4+ 180°) = —cos(a) | ] sin(e+90°) = —cos(e) [ ]
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15) a) Leite aus den Additionstheoremen Formeln fiir sin(ov — 8) und cos(a — f3) her.

b) Rechne mit Hilfe der Additionstheoreme nach, dass

. : . a—f a+ 3
sina —sinf = 2sin 5 G085

gilt.
Hinweis: Nicht mit der rechten Seite anfangen zu rechnen! Wende eines der Additions-

theorem auf
. . (a+B  a-p
sinx = SIn +
2 2

an. Verwende eine entsprechende Aufblahung fiir sin (.

Losung:

a) sin(a—p) = sin(a+ (=) = sina cos(—f) + cosa sin(—/3)

=cos 3 =—sinp
= sina cosff — cosa sin 3
cos(a — ) = cos(a+ (=) = cosa cos(—f3) — sina sin(—f)
= cosa cos 3+ sina sin 3

L (akB | a—B\ _ o a+B _a-f a+B . a—fB
b) sina = sin (2224 2L) = sin 2L cos 258 + cos 222 sin &5
sinf = sin (# — O‘Tfﬁ) = sin # cos O‘Tfﬁ — CoS O‘Tw sin #
sina—sinfg = 0 +28in# CosaTJrﬁ

(In der zweiten Zeile wurde die in Teil a) hergeleitete Formel verwendet).

16) Welche Spannung kommt aus der Steckdose?
Aus der Steckdose kommt Wechselspannung der Form w(t) = asin(wt) mit w = 50 - 360° L.
Die Angabe ,,220 Volt" bedeutet aber nicht a = 220. Sie bedeutet, dass bei einem angeschlos-
senen Widerstand dieselbe Leistung erzeugt wird wie beim Anschluss desselben Widerstandes
an eine Gleichspannung von 220 Volt. Die Leistung ist proportional zum Quadrat der Span-

nung, egal welchen Widerstand man anschlieBt.

Bestimme a so, dass das Integral fol u?(t) dt denselben Wert ergibt wie fol 220%dt (Integral
iiber die konstante Funktion).

L . 1—cos(2
Hinweis: Die Formel sin?(a) = 1=¢2(22)

) kann hilfreich sein.

/01u2(t)dt = /Olazsinz(wt)dt = a2/01 (% —%) dt
(P )

Dieser Wert soll gleich sein wie

Losung:

1
/ 220%dt = 2202
0

Dies bedeutet % = 2202 bzw. @ = v/2-220 ~ 311. Aus der Steckdose kommt also Spannung
bis zu einer Hohe von 311 Volt.
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17) 220 Volt —220 Volt ergibt nicht unbedingt 0 Volt:
Ein Elektrizitatswerk liefert Drehstrom, d.h. drei Wechselspannungen der Form

uy(t) = 220 sin(wt), ug(t) = 220 sin(wt + 9), ug(t) = 220 sin(wt + 29)

(Angaben in Volt). Da die Spannungen eine Frequenz von 50 Herz (=Schwingungen pro
Sekunde) haben, gilt w = 50 - 360° i Die Phasenverschiebung betragt 6 = 120°.
a) Skizziere die Spannungsverldufe im Koordinatensystem.
Losung:

u
u=u1(t) u=u2(t) u=u3(t)

J

=220 1

Geogebra-Datei: drehstrom-loesung

b) Die Leitungen sind so zusammengeschaltet, dass sich die Spannungen abziehen, wenn ein
Verbraucher entsprechend angeschlossen wird (Z.B. an die Punkte A und C' im Schaltbild
unten). Beniitze die Additionstheoreme, um den Spannungsverlauf der Differenz uy — uy
in der Form ws(t) — uy(t) = asin(wt + 7) zu berechnen. Gib a und v an.

Hinweis: Hilfreiche Formeln sind
a—p a—+p

sina —sin 8 = 2sin 5 08—,

und cos a = sin(90° + «).
Lésung: Mit den angegebenen Formeln ergibt sich

us(t) —ui(t) = 220(sin(wt + §) — sin(wt))

1) 2wt + 6
= 220-2 sin —
s1n2(:os )

= 220 -2 gin 60° cos(wt + 60°)

—_——
=V3/2  —sin(wt+150°)
~ 381 sin(wt + 150°)

Das bedeutet: a = 381 und v = 150°. Man spricht von ,, 380 Volt-Drehstrom*.
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