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2 Kegelschnitte

Vorwort

Die nachfolgend beschriebenen sechs Lerneinheiten wurden fiir das Online-Schiilerseminar fiir die
Klassenstufen 8-10 an der Universitat Stuttgart entwickelt. Der Inhalt ist als Video-Kurs mit Ar-
beitsblattern und mit dem selben Inhalt als Selbstlern-Kurs auf der Seite

http://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/iadm/Zirkel/material-Schuelerseminar/

verfiigbar. Die Inhalte basieren auf einem Kurs mit sieben Doppelstunden, der zwischen Ostern und
Sommerferien 2018 durchgefiihrt wurde.

Das vorliegende Thema ist ein wunderschones Beispiel dafiir, wie geometrische und analytische Me-
thoden in einem Gebiet angewandt werden konnen. Einmal ist es besser, geometrisch zu argumen-
tieren, ein anderes Mal ist die analytische Rechnung der einfachere Weg. Bei der Stundenplanung
wurde darauf geachtet, dass sowohl die geometrische als auch die analytische Beschreibung der
Kegelschnitte zum Tragen kam.

Als Literatur wurden verwendet:

Taschenbuch der Mathematik (Bronstein-Semendjajew, Harri Deutsch, Thun 1984)
Mathematik Oberstufe 3 (Biirger-Fischer-Malle, Hélder-Pichler-Tempsky, Wien 1980)
Kegelschnitte (Hans Schupp, BI-Wiss.-Verlag, Mannheim-Wien-Ziirich 1988)
Mathematische Basteleien (Jiirgen Koller, http://www.mathematische-basteleien.de/)

Kegelschnitte-Ellipse (Stefanie Mandl, http://www.mathe-online.at/materialien/
stefanie.mandl/files/NeuesVerzeichnis/Kegelschnitte/Ellipse.pdf)

Vielen Dank an die Studierenden Alexandra Baum, Pia Becker, Nina Steffens, Kevin Hildebrandt und
Mert Oztiirk, die das Thema Kegelschnitte im Schiilerseminar 2013 bzw. 2018 unterrichtet haben.
Ihre wertvollen Erfahrungen habe ich in das Skript aufgenommen. Besonderer Dank gebiihrt den
Studierenden Jan Glock, André Kliem und Alena Schlenvoigt, die den Kurs online-fihig gemacht
und weitere Ubungsaufgaben erginzt haben.

Ich wiinsche allen, die sich mit diesem Thema beschéaftigen, genauso viel oder noch mehr Freude
daran.

10. April 2021 Peter Lesky

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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1 Unterrichtseinheit 1 - Abstande

Inhalt der ersten Unterrichtseinheit ist der Abstand Punkt-Gerade in der Ebene. Die Aquivalenz der
Definition iiber den minimalen Abstand des Punktes zu allen Punkten der Gerade und iiber den
Abstand zum LotfuBpunkt wird nachgewiesen. Es werden Lotfulpunkte konstruiert und Abstande in
einfachen Fillen ohne Vektorrechnung berechnet. Abgerundet wird die Einheit durch Umkehraufga-
ben, z.B.: Wo liegen die Geraden, die zu zwei Punkten denselben vorgegebenen Abstand besitzen?
Wie liegen die Geraden, die zu drei Punkten denselben Abstand besitzen?

1.1 Einfiihrungsbeispiel

Dauer: 20 min
Ziel: Das Wissen iiber Abstande und Kreise wird reaktiviert. Auf dieser Grundlage werden die

Konstruktionen von Parabel, Ellipse und Hyperbel prasentiert
Material:  Arbeitsblatt 1, Beamer

Aufgabe 1 von Arbeitsblatt 1 wird in Einzel- oder Partnerarbeit bearbeitet.

Aufgabe 1.1 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 1)
Gegeben sind die Gerade g = {(z | y) : y = —1} und der Punkt F(0 | 1) (siehe unten).

Gesucht ist die Menge aller Punkte, die von der Geraden g und dem Punkt F' denselben (beliebig
groen) Abstand haben.

a) Zeichne die Gerade ein, die parallel zu g ist, oberhalb von g liegt und den Abstand 7LE von
g hat. Konstruiere die zwei Punkte, die von g und von F' den Abstand 7LE haben.

b) Konstruiere mindestens 10 Punkte, die auf den waagrechten Koordinatengitterlinien liegen
und die jeweils von ¢ und von F denselben Abstand haben. Verbinde die Punkte zu einer
Kurve.
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Abstande 7

Besprechung von Aufgabe 1 durch Beamer-Prisentation
(Datei Kapitell_parabel-demo.ggb). Durch Verschie-
ben des Punktes C sieht man, wie die Parabel ent-
steht. AnschlieRend wird bei den Eigenschaften des Krei-
ses bei Grundeinstellungen Kreis[F, Strecke[C, A]]
zu Kreis[F, 0.8Strecke[C, A]] gedndert. (Mit rech-

= N w s u]lo w|lo o

ter Maustaste auf den Kreis klicken, dann Eigenschaften I
auswahlen). Danach entsteht bei Bewegung des Punk- B IEEERENANER NI IE
tes C eine Ellipse. Nach Anderung auf Kreisl[F, \ * /

1.2Strecke[C, A]] wird eine Hyperbel gezeichnet. Nun

. . .. . Graphik: Kapitell_parabel-demo.ggb
konnen die Losungen von Aufgabe 2 eingetragen werden.

b w »|lu 0o w @ o

2
1 1

-9-8-7-6-5-4&-2-1»1012/345678’ 987 6 5 A3 2 -1 12 3/4 56 7 8
2 -

Graphik: Kapitell_parabel-demo.ggb Graphik: Kapitell_parabel-demo.ggb

Aufgabe 1.2 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 2)

Die Menge aller Punkte P, fiir deren Abstand d(P, g) von g und den Abstand PF von F gilt:
a) PF =d(P,g), bildet eine
b) PF =0,8-d(P,g), bildet eine

c) PF =1,2-d(P,g), bildet eine

Losung: a) Parabel, b) Ellipse, c) Hyperbel

Anmerkung

Mogliche Schiilerfrage: Was ist der Unterschied zwischen einer Parabel und einer Hyperbel
(gemeint ist ein Ast der Hyperbel). Mdgliche Antwort: Bei einer Parabel wird die Steigung mit
wachsendem z-Wert immer groBer, bei einer Hyperbel luft die Steigung auf einen Grenzwert
zu (Es gibt eine Asymptote).

1.2 Lot und LotfuBpunkt

Dauer: 15 min
Ziel: Definition und Konstruktion von Lot und Lotfulpunkt
Material:  Arbeitsblatt 2

Anmerkung
Es empfiehlt sich, fiir die Lotgerade immer die selbe Farbe (im Skript orange) und fiir den
LotfuBpunkt immer die selbe Farbe (im Skript rot) zu verwenden.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Kegelschnitte

Tafelanschrieb
1. Abstande

Definition: Gegeben seien eine Gerade g und ein Punkt P. Dann heifit die Gerade [, die durch P
geht und senkrecht zu g ist, Lot von P auf g. Der Schnittpunkt von [ und g heifit LotfuBpunkt.

Vorgehen: L. fihrt die Konstruktionen fiir Arbeitsblatt 2 an der Tafel vor, SuS machen die Kon-

struktionen auf ihrem Arbeitsblatt nach.

Aufgabe 1.3 (Tafel / Arbeitsblatt 2, Aufgabe 3)

Konstruktion des Lotes [ von P auf g und des LotfuBpunktes L:

Losung:

Konstruktionsbeschreibung:

1) Kreis um P (Radius beliebig, ge-
niigend groR) schneidet g in A
und in B.

2) Kreise um A und um B mit dem
selben Radius schneiden sich in

C.
3) Gerade durch C' und P ist das

4) Schnittpunkt des Lotes mit g ist
der LotfuBpunkt L.

Aufgabe 1.4 (Tafel / Arbeitsblatt 2, Aufgabe 4)
Alternative Konstruktion des LotfuBpunktes L.

Losung:

Anmerkung

Konstruktionsbeschreibung:
1) Wahle A beliebig auf g.

2) Kreise um A und um P mit dem

selben Radius schneiden sich in
Bundin C.

3) BC und AP schneiden sich in
M (Mittelpunkt von AP).

4) Kreis um M durch P schneidet
g in A und im Lotfulpunkt L.

Die alternative Konstruktion in der zweiten Aufgabe ist einerseits eine schone zweite Méglich-
keit, andererseits soll das Wissen um den Satz des Thales aufgefrischt werden, da dieser spater

in einer der Zusatzaufgaben bendtigt wird.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Abstande 9

1.3 Abstand Punkt-Gerade

Dauer: 20 min
Ziel: Einfiihrung und Definition des Abstands Punkt-Gerade
Material:  keines

Tafelanschrieb
Satz: Sind ein Punkt P und eine Gerade g gegeben, und ist L der LotfuBpunkt von P auf g, so
gilt fiir alle Punkte Q € ¢ mit Q # L: PQ) > PL.

Beweis: Pythagoras: m2 = +TQ2
—~—
., ., >0
= PQ > PL
" PQ > PL ]
Anmerkung

Die letzte Folgerung kann deshalb geschlossen werden, weil Abstinde immer positiv sind. Aus
22 > 4 folgt im Allgemeinen nicht = > 2.

Tafelanschrieb
Definition: Der Abstand eines Punktes P von einer Geraden ¢ ist definiert durch

d(P,g) := min {P_Q N ONS g}.
Satz: Ist L der LotfuBpunkt von P auf die Gerade g, so gilt

d(P,g) = PL.

Beweis: Letzter Satz.

1.4 Arbeiten mit Abstanden

Dauer: 35 min

Ziel: In verschiedenen Aufgaben mit wachsendem Schwierigkeitsgrad werden die Definition
des Abstandes Punkt-Gerade und die Konstruktion des Lotes angewandt.

Material:  Arbeitsbatter 3 und 4, OH-Folien zur Besprechung von Arbeitsblatt 4

Vorgehen: Arbeitsblatt 3 wird in Einzel- oder Partnerarbeit gelost. AnschlieBend werden die Ergeb-
nisse (nur Zahlen) verglichen. Bei geniigend Zeit kann die Zusatzaufgabe an der Tafel
besprochen werden.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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Aufgabe 1.5 (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 5)

Zeichne in jeder Teilaufgabe den angegebenen
Abstand d(P, g) explizit durch Berechnung aus
Formelausdruck mit a, b an.

a) P(1]3), g={(z]y):y=-2},
b) P(a | b) mit beliebigem a,b € R, g = {(x
c) P(a|b) mit beliebigem a,b € R, g = {(x
d) P(113), g=A{(z|y):y=—x},

e) Zusatzaufgabe: P(a | b) mit beliebigem

Punkt P und die Gerade ¢ ein. Bestimme den
den angegebenen Koordinaten oder gib ihn als

ly) 1y = -2},

|y) e =1},

a,beR, g={(z|y):y=—x},

Losung: a) d(P,g) =5, 6yA
5A
b) d(P,g) = |b+ 2. ;
) d(P,g) = | | N ool b)
31 ¢P(113)
2A
1A
4 -3 -2 -1 | 2 3456 7 8"
ol | Lo |
g AR L:
_3A 1 3
-4 1 ¢(a-|-b)
Y
c) d(P,g) =la—1]: 6 -
5117 (a | D)
440 ¢ 2
3A
alb)
( c‘ 2 o Lo
1A
43211 1234567 g”
=2
-3 1
-4

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart

.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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Y
d) d(P7g):\/§ 6 1
5 4
g 47
{3 4013)
2 J2
L 4
4 -3 -2 -1, | 2 3456 7 8"
2
-3
-4
a+b
Y
6 4
5 - (a]b) Der Punkt (a — h,b — h) muss auf der
4 ' Geraden liegen:
g
3 h b—h=—(a—h) & b+a=2h
2 -
L) Mit Pythagoras folgt d(P, g) = v/2 - |h|.
h
-4 -3 -2 -1, | 23456 78"
t
. (a | b)
-3 h
4 L

Aufgabe 1.6 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 6)

Gegeben sind die im ersten Schaubild eingezeichneten Geraden g, h.
a) Konstruiere die Lage aller Punkte P, die zur Geraden g den Abstand 2cm haben (blau).
b) Konstruiere alle Punkte (), die sowohl zu g als auch zu h den Abstand 2cm haben (rot).
c) Konstruiere die Lage aller Punkte R, fiir die d(R, g) = d(R, h) gilt (grin).

d) Nun ist zusatzlich eine Gerade f gegeben (zweites Schaubild). Konstruiere alle Punkte S,
fir die d(S,g) = d(S,h) = d(S, f) gilt.

Hinweis: Parallelen diirfen mit dem Geodreieck konstruiert werden.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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Losung:

a) Die Punkte P liegen auf Parallelen
zu g mit Abstand 2cm.

b) Die Punkte Q1,Q,Qs3, Q4 erhilt
man als Schnittpunkte der Paralle-

len zu g und zu h.

c) Die Punkte R liegen auf den Win-
kelhalbierenden der beiden Gera-
den. Da die Punkte Qy,...,Q4 zu
g und h denselben Abstand ha-
ben, konnen die Winkelhalbieren-
den als Geraden durch ), und Q3
bzw. durch @5 und @) eingezeich-
net werden.

Die Punkte S5i,95,,955,5; erhdlt man
als Schnittpunkte der Winkelhalbierenden
von g und h bzw. von h und f. Die-
se Schnittpunkte liegen automatisch auch
auf einer der Winkelhalbierenden von ¢

und f.

Die Winkelhalbierenden von ¢ und h sind
bereits im Teil c) konstruiert worden. Nun
konnen die Winkelhalbierenden von h und
f genauso konstruiert werden, indem pa-
rallele Geraden zu f mit Abstand 2cm zu
f mit den Parallelen zu h aus Teil b) ge-
schnitten werden.

Wenn man mochte, kann man zur
Verdeutlichung die Beriihrkreise um
die Punkte Si,...,S; einzeichnen, wie
z.B. bei S; im Schaubild.

Aufgabe 1.7 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 7)

Ein Reiter will von A nach B reiten und unterwegs sein Pferd am Bach im Punkt C' trinken
lassen. Konstruiere mit Zirkel und Lineal den kiirzesten Weg, den der Reiter nehmen kann.
Hinweis: Das Lot von B auf den Bach und der Punkt B’ auf dem Lot, der durch Spiegelung des
Punktes B am Bach entsteht, konnen hilfreich sein.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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Losung:

B

Jedem Weg von A iiber einen Punkt C' auf der Bachlinie nach B entspricht ein Weg von A iiber C'
nach B’. Die beiden sich entsprechenden Wege besitzen die selbe Lange. Der kiirzeste Weg von A
nach B’ ist die gerade Verbindungsstrecke. Dieser entspricht dann der kiirzeste Weg von A {iber C'
nach B wie in der Graphik eingezeichnet.

Aufgabe 1.8 (Zusatzblatt, Aufgabe 8)

a) Zeichne die Punkte A(—4 | 1) und B(6 | 1) in das Koordinatensystem ein. Zeichne die
zwei Geraden g mit der folgenden Eigenschaft: d(A,g) = 2LE und d(B,g) = 2LE und
A, B liegen auf der selben Seite von g. Zeichne die LotfuBpunkte der Lote von A bzw. B
auf deine Geraden. Die Geraden und Lote diirfen direkt ohne Konstruktion eingezeichnet
werden.

b) Zeichne die drei Punkte A(—3 | —3), B(6 | 1) und C(6 | 7) in das Koordinatensystem ein.
Zeichne die drei Geraden, die von allen drei Punkten denselben Abstand haben. Verwende
zur Darstellung verschiedener Geraden verschiedene Farben.

Hinweis: Wie kdnnen die drei Punkte im Verhaltnis zur gesuchten Geraden liegen?

Y
Losung:  a) Ly i Ly Hier muss nichts konstru-
' “Ta ! iert werden. Die Lotfupunk-
2 2 1 2 te und die Abstinde kon-
A 11 B nen direkt ins Koordinaten-

netz eingezeichnet werden.

6 -5-4-3-2-1,| 123 45 g%
Jif |

b) Fiir jede der drei Geraden muss gelten: Zwei Punkte liegen auf einer Seite, der dritte auf der
anderen Seite der Geraden.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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Konstruktion der ersten Geraden (siehe rechts):
Eine Gerade, die zu B und C denselben Ab-
stand hat, und fur die B und C auf der sel-
ben Seite liegen, muss parallel zur y-Achse ver-
laufen. Die Gerade muss in der Mitte zwischen
der z-Koordinate von A und der z-Koordinate
von B verlaufen. Damit ist die Gerade durch
g1 = {(z | y) : © = 1,5} gegeben. Zeich-
net man nun die Strecke AB ein, so bemerkt
man, dass sie durch g; halbiert wird. Das muss
immer so sein, denn die Dreiecke AL;M und
BLsM sind kongruent (alle Winkel und eine
Seitenlange sind gleich). Damit ergibt sich eine
einfache Konstruktion der drei Geraden: Jede
verlauft durch zwei Mittelpunkte der Seiten des
Dreiecks ABC..

Gesamtlosung:

Die Mittelpunkte der Seiten des Drei-
ecks ABC' miissen nicht konstruiert wer-
den, sondern kdnnen anhand des Rasters
von Hand eingezeichnet werden. g1, g2, 93
sind die gesuchten Geraden.

g1

g1

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/
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1.5 Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 1.9 (Schriftliche Aufgaben, Aufgabe 9)

Gegeben sind die parallelen Geraden f und ¢ und die sie schneidende Gerade h,

a) Konstruiere die Menge aller Punkte P, fiir die d(P, f) = d(P, g) gilt (griin markieren),
b) Konstruiere die Menge aller Punkte P, fiir die d(P, f) = d(P,g) = d(P, h) gilt (blau).

Hinweis: In dieser Aufgabe diirfen Streckenlangen mit dem Geodreieck gemessen und parallele
Geraden mit dem Geodreieck konstruiert werden.

Losung:

Aufgabe 1.10 (Schriftliche Aufgaben, Aufgabe 10)

Gegeben sind die Punkte A, B und die Gerade g. Konstruiere mit Zirkel und Lineal das Dreieck
ABC mit C € g, so dass der Umfang des Dreiecks mdglichst klein ist.

Losung:

B

Da die Seitenlinge AB fest ist, muss der Punkt C' so konstruiert werden, dass die Summe BC' +C A
moglichst klein ist.

Konstruiere B’ als Spiegelpunkt von B an g: Kreis um B mit Radius r schneider ¢ in P und Q.
Kreise um P und () mit dem selben Radius 7 schneiden sich in B’ (und B).
Schnittpunkt der Strecke AQ mit g ist der gesuchte Punkt C'.

Begriindung, dass das so konstruierte Dreieck den kleinst moglichen Umfang hat: Siehe Aufgabe 7.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



16 Kegelschnitte

Aufgabe 1.11 (Schriftliche Aufgaben, Aufgabe 11)

Gib bei den folgenden Aussagen an, ob sie wahr oder falsch sind.

Losung: | Aussage w/f
Sind eine Gerade g und ein Punkt P gegeben, so besitzt P mehrere Lotful- | f

punkte auf ¢
Der Abstand eines Punktes P zu einer Geraden g ist gleich zum Abstand von | w
P zu seinem LotfuBpunkt auf ¢
Liegt ein Punkt P auf einer Geraden ¢, so gilt d(P,g) =0 w

Zu einem gegebenen Punkt P gibt es genau zwei Geraden, so dass P von | f
jeder der beiden den Abstand 2LE besitzt
Alle Punkte, die zu zwei verschiedenen gegebenen Punkten den selben Ab- | w
stand haben, liegen auf einer Geraden
Sind zwei verschiedene Punkte A, B gegeben, so gibt es genau zwei Punkte, | f
die von A und B den selben Abstand haben

Aufgabe 1.12 (Schriftliche Aufgaben, Aufgabe 12)
Gegeben sind die Gerade g = {(x | y) : y = x — 1} und die Punkte P(5 | —4) und Q(—1 | 5).

a) Zeichne die Gerade, die Punkte P, @ und die Lote der Punkte auf g ins Koordinatensystem
ein (Konstruktion mit Geodreieck).

b) Welche Steigung besitzt g7 Welche Steigung haben die Lote?
c) Gib die Koordinaten der Lotfupunkte an.
d) Berechne die Abstinder der Punkte P und @ von g.

e) Zusatzaufgabe: Nun ist ein Punkt R(a | b) mit beliebig gewahlten a,b € R gegeben.
Berechne den Lotfullpunkt und den Abstand von R zu ¢ in Abhangigkeit von a und b.

Losung: Y Steigung von g: my =1
61 Steigung der Lote: | m; = —1
()e 5 - LotfuBpunkt zu P: | Lp(1|0)
PN 9 LotfuBpunkt zu @Q: | Lg(2,5 | 1,5)
3.5 d(P,g) = V24
37 d(Q7g): \/5375
2-+4-2 -5
R(a | b) 5,9 I (b+a+1‘b+a—1
R Y (2.5]1.5) il ———
v 1)| 1 —a+1
t t t t ( ‘ ) t t t t t T | d(R7g) - \/5%
48 2 51_1 INZ2 3 4 5 677 Nebenrechnung:
Der Lotfulpunkt Lp muss auf
-2 1 4 der Geraden y = = — 1 liegen
(@+h[b—h) = b-h=a+h-1
37 = b—a-+1=2h
-4 1 i > P = h =14t
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1.6 Zusatzmaterial

Aufgabe 1.13 (Arbeitsblatt 5, Aufgabe 1)

Zeichne die Punkte A(—4 | 1) und B(6 | 1) in das Koordinatensystem ein. Es gibt vier Geraden,
die jeweils von A und von B den Abstand 2LE haben.

a) Zeichne die zwei Geraden g mit der folgenden Eigenschaft: d(A, g) = 2LE und d(B, g) =
2LE und A, B liegen auf der selben Seite von g. Zeichne die LotfuBpunkte der Lote von
A bzw. B auf deine Geraden. Wenn Du diesen Aufgabenteil gelost hast, kannst Du die
nachste Aufgabe auf dem Aufgabenblatt |Gsen.

b) Zusatzaufgabe: Konstruiere die zwei Geraden h mit der folgenden Eigenschaft: d(A, h) =
ALE und B liegt auf h, und die zwei Geraden f mit der Eigenschaft: d(B, f) = 4LFE und
A liegt auf f.

Hinweis: Thaleskreis verwenden.

c) Zusatzaufgabe: Konstruiere die zwei Geraden g mit der Eigenschaft: d(A, g) = 2LE und
d(B, g) = 2LE und A, B liegen auf verschiedenen Seiten von g.

Hinweis: Die gesuchten Geraden sind jeweils zu einer Geraden aus dem vorigen Aufgabenteil

parallel.
. 4 . .
Losung: a) 4 ., Ls Hier muss nichts konstru-
T g 1 iert werden. Die LotfuBpunk-
2 21 2 te und die Abstinde kon-
A 1 B nen direkt ins Koordinaten-
— —— - netz eingezeichnet werden.
6 5-4-3-2-1| 12345 ¢
Ly ; 92 Lo

b)

Konstruktionsbeschreibung:
1) M ist Mittelpunkt der Strecke AB.

2) Kreis um M durch A schneidet Kreis
um A mit r = 2LE in L; und in L.

3) Nach Satz des Thales ist AL, B ein
rechter Winkel, genauso BL,A. Die
Gerade h; geht durch L; und B, die
Gerade hy geht durch L, und B.

4) Kreis um M durch A schneidet Kreis
um B mit r = 2LE in L3 und in Ly.

5) Die Gerade f; geht durch L3 und A,
die Gerade f5 geht durch L, und A.

c) Hinweis: Wenn die Lésung aus dem vorigen Aufgabenteil vorliegt, kdnnen die gesuchten Gera-
den einfach eingezeichnet werden: Parallelverschiebung von h; nach unten mit 2LE Abstand
ergibt g1, und Parallelverschiebung von hy nach oben mit 2LE Abstand ergibt g,. Hier ist die
gesamte Konstruktion aufgefiihrt:
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Konstruktionsbeschreibung:
1) M ist Mittelpunkt der Strecke AB.

2) Kreis um M durch A schneidet Kreise
um A bzw. um B mit Radius 4LE in
P, P und in P3, P,.

3) Kreis um A mit Radius 2LE schneidet
AP1 in Ll und AP2 in L2.

4) Kreis um B mit Radius 2LE schneidet
AP3 in L3 und AP4 in L4.

5) Die gesuchten Geraden g¢i,g> gehen
durch L; und Ls bzw. durch Ly und
Ly.

Aufgabe 1.14 (Arbeitsblatt 5, Aufgabe 2)

Zeichne die drei Punkte A(—3 | —3), B(6 | 1) und C(6 | 7) in das Koordinatensystem ein.
Konstruiere die drei Geraden, die von allen drei Punkten denselben Abstand haben. Verwende zur
Darstellung verschiedener Geraden verschiedene Farben.

Hinweis: Wie kdnnen die drei Punkte im Verhaltnis zur gesuchten Geraden liegen?

Losung: Fiir jede der drei Geraden muss gelten: Zwei Punkte liegen auf einer Seite, der dritte auf
der anderen Seite der Geraden.

Konstruktion der ersten Geraden (siehe rechts): g g1

Eine Gerade, die zu B und C denselben Ab- 74 Ls¢ C.
stand hat, und fur die B und C auf der sel-

ben Seite liegen, muss parallel zur y-Achse ver- 61

laufen. Die Gerade muss in der Mitte zwischen 51

der z-Koordinate von A und der z-Koordinate 4

von B verlaufen. Damit ist die Gerade durch 3

g1 = {(z | y) : © = 1,5} gegeben. Zeich- 2

net man nun die Strecke AB ein, so bemerkt 11 B
man, dass sie durch g; halbiert wird. Das muss 2 / ’
immer so sein, denn die Dreiecke AL;M und _‘4 _‘3 _‘2 _‘1 i ‘ é ZL é é % é:z:
BLsM sind kongruent (alle Winkel und eine -1 T

Seitenldnge sind gleich). Damit ergibt sich eine / ER

einfache Konstruktion der drei Geraden: Jede A -3 ¢y

verlduft durch zwei Mittelpunkte der Seiten des 4

Dreiecks ABC'.
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Gesamtlosung:

Die Mittelpunkte der Seiten des Drei-
ecks ABC' miissen nicht konstruiert wer-
den, sondern kénnen anhand des Rasters
von Hand eingezeichnet werden. g1, g2, 93
sind die gesuchten Geraden.

Anmerkung

C

g2

Anstelle von Arbeitsblatt 5 kann die folgende kiirzere Umkehraufgabe gestellt werden.

Aufgabe 1.15 (Zusatzaufgabe)

Seite von g.

Zeichne die Punkte A(—4 | 1) und B(6 | 1) in das Koordinatensystem ein. Konstruiere die zwei
Geraden g mit der Eigenschaft: d(A, g) = 3LE und d(B, g) = 5LE und A, B liegen auf der selben

Hinweis: Konstruiere zundchst Hilfsgeraden h, die durch einen der beiden Punkte gehen und vom
anderen den Abstand 2LE (= Differenz der beiden Abstdnde d(A, g) und d(B, g)) haben.
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Losung:

Anmerkung

Die Losung der Zusatzaufgabe liefert eine Konstruktionsmoglichkeit fiir Geraden, die Tangente
an zwei gegebene Kreise sind: Die Geraden ¢, g5 sind Tangenten an den Kreis mit Radius 5LE
um A und an den Kreis mit Radius 3LE um B. Entsprechend zur Lésung von Aufgabenteil ¢)
aus Aufgabe 1.6 kdnnen die zwei weiteren Geraden konstruiert werden, die ebenfalls tangential
an diese beiden Kreise sind.

Konstruktionsbeschreibung:

1)

2)

M ist Mittelpunkt der Strecke
AB.

Kreis um M durch A schneidet
Kreise um A bzw. um B mit Ra-
dius 2LE in P, P, und in P3, P;.

Kreis um A mit Radius 5LE
schneidet Gerade durch A, P; in
Ly und Gerade durch A, P, in
Ls.

Kreis um B mit Radius 3LE
schneidet Gerade durch A, P; in
Lz und Gerade durch A, P, in
Ly.

Die gesuchten Geraden g1, go
gehen durch L; und L, bzw.
durch Ly und Ls.

a) P(5|-3),
b) Q(-1]6),
c) Zusatzaufgabe: R(a | b) mit beliebig gewahlten a,b € R.

Aufgabe 1.16 (Zustzaufgabe, dhnlich wie auf schriftlichem Blatt)

Gegeben ist die Gerade g = {(x | y) : * = y}. Zeichne die Gerade ins Koordinatensystem ein.
Zeichne in jeder Teilaufgabe den Punkt und den LotfuBpunkt ein und bestimme den Abstand des
gegebenen Punktes explizit oder gib ihn als Fomelausdruck an.

Losung:
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XHX
—_ -
~— -
—~
0
ot
b
ot
~—

Y
(20 6
5,,
3.5] , ]
37 3,5
R(a | b)
0—} 2
3R
1
h
4 3 2Nl 1
(a+H | b—|h)
2
3
4

a)
b)

c)

d(P,g) =24
d(Q,9) =v2-3,5

Damit der LotfuBpunkt auf ¢
liegt, muss

a+h=b—nh
gelten. Daraus folgt

1
2

und fiir den Abstand
V2

2

h (b—a)

d(R,g) = —-|b—al.

Graphik: Kapitel2_Arbeitsblattl_1.ggb

Aufgabe 1.17 (Zusatzaufgabe zur Wiederholung der Lotkonstruktion)

Gegeben sind die unten skizzierte Gerade ¢ und der eingezeichnete Punkt P. Konstruiere mit
Zirkel und Lineal das Lot und den LotfuBpunkt von P auf g.

Losung:

Po

a)

b)

Konstruktionsbeschreibung:

Kreis um P schneidet ¢ in )
und R.

Kreise um () und R mit dem

selben Radius schneiden sich
inU.

Gerade durch P und U ist das
Lot.

Der Schnittpunkt des Lotes
mit g ist der LotfuBpunkt L.
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2 Unterrichtseinheit 2 - Parabel

Inhalt dieser Stunde ist zunadchst die geometrische Definition einer Parabel als Ort aller Punkte, die
vom Brennpunkt und von der Leitgeraden gleich weit entfernt sind. Ausgehend von dieser Definition
wird die analytische Beschreibung einer Parabel hergeleitet, deren Symmetrieachse parallel zur y-
Achse ist. In den Zusatzaufgaben werden auch analytische Beschreibungen von Parabeln thematisiert,
die anders im Koordinatensystem liegen.

2.1 Wiederholung

Dauer: 10 min
Ziel: Wiederholung des Wissens iiber Abstandsberechnung aus der letzten Einheit
Material:  Arbeitsblatt 1

Aufgabe 2.1 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 1)
Gegeben ist die Gerade g mit der Gleichung y = 2z (vgl. Graphik).

a) Zeichne mit dem Geodreieck die zu Yy
g senkrechte Gerade h, die durch 6 + g
den Punkt (0 | 0) verlauft.

b) Zeichne das Dreieck ABC mit o7
A(00), B(2]0), C(2]4). 4l

c) Drehe das Dreieck ABC' um A mit
Winkel 90° im Uhrzeigersinn. Dann D
liegt eine Seite des gedrehten Drei-
ecks auf h. 21

d) Berechne die Steigung und die Ge- 11
radengleichung von h.

e) Berechne den Abstand des Punktes — % % % % % % =
P(-4]2) 2u g —4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1 €

f) Zeichne den Punkt Q(—2 | 5) in
das Koordinatensystem ein. 9l

g) Berechne die Gleichung des Lo-
tes von ) auf g, die Koordinaten =37
des LotfuBpunktes Ly und den Ab-
stand d(Q, g). —47
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Losung:
Yy d)mh:—%,h:y:—%x
6+ 9
0 e) d(P,h) = PA= /2% + 42
. 51 =120=2V5
5182 1 f) y-Achsenabschnitt 4 aus Skizze

I = l:y=—-1r+4+4
2+ % — 18 é/ Yy 2" '
Oder Punkt-Steigungsform:

Yy =yo +m(z — zo)
= y=5—3(r+2)=4—3z
Schnitt von [ mit g:

—%.7)+4 = 2x|+%x

T Cﬂ‘

& 4 = 3

& r o= ¢

= y—Zx:%
8 | 16

= L(3| ¥

2.2 Definition einer Parabel

Dauer: 25 min
Ziel: Definition einer Parabel kennenlernen, Parabelpunkte mit Zirkel und Geodreieck kon-
struieren

Material:  Arbeitsblatt 2
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Tafelanschrieb
2. Parabeln

Definition: Eine Parabel P ist gegeben durch eine Gerade [ und einen Punkt F', der nicht auf [
liegt. Die Parabel ist die Menge aller Punkte, deren Abstand zu F' gleich dem Abstand zu [ ist.
Die Gerade [ heilt Leitlinie, der Punkt F' heiRt Brennpunkt der Parabel (engl. Focus).

P=1{Q:QF =d(Q,l)}

R

Graphik: Kapitel2_DefinitionParabel.ggb

Der Punkt S auf der Parabel, der das Lot von F' auf [ halbiert, heift Scheitelpunkt. Der Abstand
von F' zu [ wird mit p bezeichnet.

An der Konstruktion erkennt man: Die Parabel ist symmetrisch zur Geraden durch F', die senkrecht
auf [ steht.

Anmerkung

Parabeln werden in diesem Kapitel mit dem GoBbuchstaben P bezeichnet, im Unterschied zu
dem Abstand p von F' und [. In den spateren Kapiteln werden Kegelschnitte mit Kleinbuch-
staben bezeichnet.

Aufgabe 2.2 (Arbeitsblatt 2, Aufgabe 2)
Gegeben ist die Parabel P mit Brennpunkt F'(1 | 1) und der Leitgeraden | = {(x | y) : y = —3}.

Zeichne den Brennpunkt, die Leitgerade und den Scheitelpunkt ins Koordinatensystem ein. Kon-
struiere mindestens sechs weitere Punkte der Parabel und zeichne dann die Parabel. Du kannst
als Parallelen zur Leitgeraden einfach die Gitterlinien beniitzen.
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Losung: y

e

ii/

/

54323 1234567 8
s
21
—
41

Graphik: Kapitel2_Arbeitsblatt2_1.ggb

Anmerkung

Falls das schriftliche Aufgabenblatt nicht verwendet wird, kann hier als Zusatzaufgabe ei-
ne Aufgabe mit einer schrdg im Koordinatensystem liegenden Parabel gestellt werden, siehe
Abschnitt 2.6 Weitere Aufgaben.

2.3 Analytische Beschreibung

Dauer: 35 min

Ziel: Analytische Beschreibung einer Parabel, Verschiebung von Parabeln, allgemeine Para-
belgleichung fiir Parabeln, deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse liegt.

Material:  Arbeitsblatt 3

Tafelanschrieb
Analytische Beschreibung: Eine Parabel ist durch [ und F' gegeben. Wahle ein dazu passendes
Koordinatensystem:

1) x-Achse: Parallele zu [ durch S,

2) y-Achse: Orthogonale zu [ durch F.

In diesem Koordinatensystem:
$(0,0), F(0,5), I ={(z,y) : y = =5}
und fir Q(x,y):

OF =

dQ,1) = y+2L

Graphik: Kapitel2_analytischeBeschreibung.ggb
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Tafelanschrieb
Also:

2
Q(z | y) liegt auf der Parabel < \/<y _ g) s S
p

b

2

2 2
(-3) +o'=(r+3)

&
2
2 2
o o B) e (3
& $2:2py
& y= L 2
y—2px.
Satz: Sei p # 0 gegeben. Dann ist
P = {(ry) =5 a?) ()
= X . = — X *
Y)Yy %

eine Parabel mit Leitgerade | = {(z,y) : y = —5} und Brennpunkt F'(0,%). Jede Parabel mit
d(F,l) = p besitzt in einem geeignet gewadhlten Koordinatensystem diese Darstellung.
Im Fall p < 0 beschreibt (x) eine nach unten gedffnete Parabel.

Aufgabe 2.3 (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 3)
Gegeben ist die Parabel P = {(z | y) : y = z*}.

a) Gib die Koordinaten des Brennpunkts F' und die Gleichung der Leitgeraden [ an. Zeichne
beides in das untenstehende Koordinatensystem ein. Skizziere grob die Parabel. Beachte:
Die Punkte Q(1| 1) und R(—1 | 1) liegen auf der Parabel.

Diese Parabel soll nun im Koordinatensystem verschoben werden. Gib jeweils die Koordinaten
des Brennpunkts und die Gleichung der Leitgeraden fiir die verschobene Parabel an und auch die
Gleichung, die die verschobene Parabel beschreibt. Kontrolliere, ob die entsprechend verschobenen
Punkte (), R die gefundene Parabelgleichung erfiillen.

b) Die Parabel P wird um 5LE nach rechts (d.h. in Richtung der positiven xz-Achse) verscho-
ben.

c) Die Parabel P wird um 2LE nach unten (d.h. in Richtung der negativen y-Achse) verscho-
ben.

d) Die Parabel P wird um 5LE nach rechts und um 2LE nach unten verschoben.

e) Die Parabel P wird um aLE nach rechts und um bLE nach oben verschoben (a,b € R
beliebig).
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)
Lésung: a) Bei y = 22 gilt p = 3.
Leitgerade: y = —}l
Brennpunkt £(0, 1).
P
2 i
1 i
F
¢ T
-4 -3 -2 -1 2 3 4,5
-1
2
b) F,(5| }), Leitgerade [ : y = —1, Parabelgleichung P, : y = (z — 5)%.

Die verschobenen Punkte Q(6,1) und Ry(4, 1) erfiillen die Parabelgleichung.

c) F.(0| —3), Leitgerade [ : y = —2, Parabelgleichung P, : y = 22 — 2.

Die verschobenen Punkte Q.(1,—1) und R.(—1,—1) erfiillen die Parabelgleichung.
d) Fy(5|—1), Leitgerade | : y = —2, Parabelgleichung P, : y = (z — 5)? — 2.

Die verschobenen Punkte Q4(6,—1) und R4(4, —1) erfiillen die Parabelgleichung.

e) F.(a|b— 1), Leitgerade | : y = b — %, Parabelgleichung P. : y = (z — a)® + b.
Die verschobenen Punkte Q.(a+1,b+ 1) und R.(a —1,b+ 1) erfiillen die Parabelgleichung.

Aufgabe 2.4 (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 4)

a) Die Parabel P; ist durch die Gleichung y = %(w+2)2+1 gegeben. Bestimme die Koordinaten
des Brennpunkts £ und die Gleichung der Leitgeraden ;.

Hinweis: Betrachte zunachst die Parabel P, die durch die Gleichung y = %xQ beschrieben
\_/yird. Bestimme die Koordinaten des Brennpunkts F5 und die Gleichung der Leitgeraden [5.
Uberlege dann, wie P, verschoben werden muss, damit sie mit P, zur Deckung kommt.

b) Die Parabel P; ist durch die Gleichung y = 22462 +10 gegeben. Bestimme die Koordinaten
ihres Brennpunkts F3 und die Gleichung ihrer Leitgeraden .

c) Gegeben sind drei Punkte Q1(0 | 1), Q2(1 | —5), @3(—1 | 3). Bestimme die Gleichung der
Parabel Py, die durch diese drei Punkte verlauft. Gib die Koordinaten des Brennpunkts F}
und die Gleichung der Leitgeraden [ an.

Hinweis: Die Parabel wird durch eine Gleichung der Form y = axz? + bz + ¢ beschrieben.
Bestimme zunéachst a, b, c.

d) Zusatzaufgabe: Fiir beliebige, aber festgehaltene a, b, c € R mit a > 0 ist die Parabel P;
durch die Gleichung y = ax?+ bz + ¢ gegeben. Bestimme die Koordinaten des Brennpunkts
Fs und die Gleichung der Leitgeraden .
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. !
Losung: a) P2:y:%x2:2ipgg?:>p:%7 BO0]3), ly:y=-3
P> muss um 2LE nach links und um 1LE nach oben vershoben werden

= Fl(—2|;—i), ll:y:i

b) Quadratische Erginzung liefert y = 22 + 62 + 10 = (z + 3)2 + 1

= p=sund F3(=3]2%), l:y=

=~

c) Setze die Punkteein: @Q;: 1 = 04+0+c¢
Q2: =5 a+b+c = a=-2,b=—-4, c=1
QRs: 3 = a—-b+c

= y=-22"—dr+1=-2(x+1)>*+3

= p=—lund F3(-1]32),l:y=3.

d) Quadratische Erginzung: y = ax? + bx + ¢ = a(x + %)2 +c— 2

4a?

= p:aunng(—%|%+c bz),l;y:_%+c b2

T 4a? T 4a?-

2.4 Allgemeine Parabelgleichung und Symmetrie

Dauer: 20 min

Ziel: Gleichung fiir Parabeln mit Symmetrieachse parallel zur y-Achse aufstellen und Sym-
metrie an der analytischen Darstellung sehen. Gleichungsdarstellung fiir eine Parabel
aufstellen, deren Symmetrieachse parallel zur z-Achse ist

Material:  Arbeitsblatt 4
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Tafelanschrieb

Satz: Jede Parabel, deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse ist, besitzt eine Darstellung der
Form y = az? + by + ¢ mit geeigneten Zahlen a,b,c € R, a # 0.

Umgekehrt: Durch die Gleichung y = az? + by + ¢ mit Konstanten a,b,c € R, a # 0 wird eine

Parabel beschrieben, die symmetrisch zur Geraden = = —% ist.

Beweis: Liegt eine nach oben gedffnete Parabel vor, so entsteht sie aus der Parabel mit der

Gleichungf y = 5-2% durch Verschiebung um A nach rechts und B nach oben. Die Gleichungs-
darstellung wird dadurch zu

1 1 1 1
y = —(x—A?+B = — 2*— “Ax+—A*+B
2p 2p p 2p
J— _.b —_
Liegt eine nach unten gedffnete Parabel vor, so emntsteht sie aus der Parabel y = —%p:ﬁ durch

Verschiebung, Rest genauso.
Betrachte die Gleichung y = ax? + bz + ¢ mit a # 0 gegeben. Quadratisch ergénzen:

= a<m2+éx+<£>2>—a<i>2+c = a<x+£>2—b—2—|—c
v = a 2a 2a B 2a 4a

Dies beschreibt eine Parabel mit a = 2ip = p= % F(—% %—%—i—c), l:y= —ﬁ—%—i—c.
= Diese Parabel ist symmetrisch zur Geraden z = — 2 ]

Symmetrie: Ist eine Parabel durch y = 2ip 22 gegeben, so ist sie symmetrisch zur y-Achse. In der

Formel sieht man das daran, dass 2ip (—z)% = L 22 d.h. ersetzt man x durch —zx, so bleibt der

2p
y-Wert gleich.
Die Parabel P sei durch y = az? + bz + ¢ mit a # 0 gegeben. Quadratisch erginzen:

el e () o) e - o)

Dies beschreibt eine Parabel mit a = 5, = p= 5., F(-% ——%—l—c), l:y= —i—%—l—c.

= Diese Parabel ist symmetrisch zur Geraden z = —_-.
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Aufgabe 2.5 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 5)

Die Parabel P ist durch den Brennpunkt F'(1 | 1) und die Leitgerade | = {(x | y) : = —4}
gegeben.

a) Zeichne F' und die Leitgerade ins Koordinatensystem ein.

b) Gib die Koordinaten des Scheitels S an und zeichne S ein.

c) Zeichne die Punkte R(1 | 6) und R'(1 | —4) ein. Warum liegen sie auf der Parabel?
d) Zeichne die Symmetrieachse g der Parabel ein und gib die Gleichung von ¢ an.

e) Skizziere die Parabel.

f) Zeichne Q) der Parabel, der nicht der Scheitel ist, ins Koordinatensystem ein. Nimm an, die
Koordinaten des Punktes ) seien (x | y). Leite eine Gleichung fiir x, y her, die genau dann
erfiillt ist, wenn @ auf der Parabel liegt. Lose diese Gleiuchung nach x auf.

g) Warum kann diese Parabel nicht durch eine Gleichung der Form y = f(x) beschrieben
werden?

Es gilt
QF = /(z = 1)+ (y — 1)
d(Q.1) = |v + 3|

Q liegt auf der Parabel
& d(Q,1) = QF
oF & (z+3)*=
T
1234567 80 & a’+6r+9=
=2 =204+ 1+(y—1)°
& 8r+8=(y—1)>
e r=z@y—-1)72-1

Losung: a)

1

S~

1

o

1

N

I<
[ L L Y
-hoow// N

b) Fir jeden z-Wert mit © > —1 liegen zwei Punkte (v | ), (y2 | ) auf der Parabel. Deshalb
kann sie nicht als Graph einer Funktion dargestellt werden. Ein Graph einer Funktion hat zu
jedem x-Wert genau einen Punkt.
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2.5 Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 2.6 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 6)

Welche der folgenden Aussagen ist wahr? Kreuze an.

LGsung: w | f
Eine Parabel kann man in ein Koordinatensystem einzeichnen, wenn man die %
Gleichung der Leitgeraden g und die Koordinaten des Brennpunktes ' kennt.

Zu jeder Parabel kann ein Koordmatensystem so gewahlt werden, dass die

Parabel mit dem Graphen y = ipx ibereinstimmt. X
Verschiebt man eine Parabel der Form y = 2—px um 2 in z-Richtung und um 5
3 in y-Richtung, so sind die Koordinaten des neuen Scheitelpunktes (3 | 2).

Ist eine Parabel durch die Gleichung y = £(z — 2)? + 5 gegeben, so kann %
kann man den Scheitel der Parabel angeben, ohne zu rechnen.

Jede Parabel ist punktsymmetrisch. X
Jede Parabel ist Graph einer Funktion. X

Ist eine Parabel durch die Gleichung y = az? + bx + ¢ mit a # 0 gegeben,

so ist sie symmetrisch zu der Geraden mit der Gleichung = = —%

Aufgabe 2.7 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 7)

Eine Briicke soll durch einen Parabelbogen gestiitzt werden (siehe Photo). Die Spannweite am
waagrechten Boden soll 40m betragen und die Scheitelhohe 60m. Die Symmetrieachse des Bogens
soll senkrecht auf den waagrechten Boden stehen.

a) Beniitze ein Koordinatensystem, dessen -
Achse parallel zum Boden durch den Parabel-
scheitel verlduft, und dessen y-Achse senkrecht
dazu durch den Scheitel verlauft. Wie lautet
die Parabelgleichung in diesem Koordinatensys-
tem? (1LE= 1m)

Antwort:

b) Welche Gleichung hat die Parabel in dem Ko-
ordinatensystem, dessen xz-Achse durch die bei-
den FuBpunkte und dessen y-Achse senkrecht
dazu durch den Scheitel verlauft?

Graphik: Kapitel2_Parabelbruecke.png

Antwort:

Losung:  a) Da der Scheitel im Ursprung des Koordinatensystems liegt und nach unten geéffnet

ist, muss die Parabelgleichung von der Form y = —ax? sein. Da die Parabel durch den Punkt
(20 | —60) verlaufen soll, muss —60 = —400a gelten, also @ = & = 2. Die Parabelgleichung
lautet also
3 5
= ——x°.
Y 20
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b) Da das Koordinatensystem um 60 nach unten verschoben wird (parallel zur y-Achse), lautet
die Gleichung

32

Aufgabe 2.8 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 8)

Die Parabel P ist durch die Gleichung y = %(a: — 2)? + 1 gegeben. Bestimme die Koordinaten
ihres Brennpunkts F' und die Gleichung ihrer Leitgeraden [.

Hinweis: Betrachte zunachst die Parabel P’, die durch die Gleichung y = %xz beschrieben wird.

Bestimme die Koordinaten des Brennpunkts 7 und die Gleichung der Leitgeraden I’. Uberlege
dann, wie P’ verschoben werden muss, um P zu erhalten.

Lésung: Fir P':y=ja’giltp =3. = F(0]3),I':y=-3.

Verschiebung um 2 nach rechts und um 1 nach oben liefert P, = Fi(2|2),1:y=—

N[

Aufgabe 2.9 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 9)
Gegeben ist die Parabel P mit dem Brennpunkt F'(2 | —2) und der Leitgeraden [ = {(x | y) :

=z}

Yy
a) Zeichne den Brennpunkt F', die 2 1
Leitgerade [ und den Schei- 1

telpunkt S ins Koordinatensys-

tem ein. Konstruiere mindestens— x x x x x x : : : —
sechs weitere Punkte der Parabel -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

und zeichne dann die Parabel. -11
Hinweis: Du kannst Parallelen -2 1
zur Leitgeraden mit Hilfe des 3.
Geodreiecks zeichnen.

4 1

b) Zeichne die Symmetrieachse von
P in das Koordinatensystem ein. =57
Gib die Gleichung der Symme-

trieachse an:

c) Zusatzaufgabe: Zeichne einen weiteren Punkt ) der Parabel ein, der nicht der Scheitel
der Parabel P ist. Nimm an, die Koordinaten des Punktes @) seien (z | y). Leite eine
Gleichung fiir , y her, die genau dann erfiillt ist, wenn ) auf der Parabel liegt.

Hinweis: Der Abstand des Punktes Q(x | y) von [ ist gegeben durch d(Q,1) = \/%\x + yl.
Die Gleichung, die man fiir die Parabel erhilt, kann weder nach x noch nach y eindeutig
aufgelost werden.

Losung:
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2.6 Weitere Aufgaben

a) Ohne Konstruktion kann man sehen, dass

die Punkte (4 | 0) und (0 | —4) auf der
Parabel liegen.

Symmetrieachse: y = —x

Es gilt

QF = /(z =20+ (y + 2)%

Mit dem Hinweis erhalt man

QF = d(Q,1)
& QF = d(Q.1)°
S (x—-22+y+2)? = 2(z+y)?
st —dr+4+ P +4y+4 =

= 5(2° 4+ 22y + 7
S ity —ay—4dr+4y+8 =0
S a2 +y? 20y —8x+8y+16 = 0

Aufgabe 2.10 (Zusatzaufgabe)

y=x}.

nicht mit dem Zirkel konstruiert werden.

Gegeben ist die Parabel P mit dem Brennpunkt F'(2 | —2) und der Leitgeraden [ = {(z | y) :

Zeichne den Brennpunkt, die Leitgerade und den Scheitelpunkt ins Koordinatensystem ein. Kon-
struiere mindestens sechs weitere Punkte der Parabel und zeichne dann die Parabel.

Hinweis: Du kannst Parallelen zur Leitgeraden mit Hilfe des Geodreiecks zeichnen, sie miissen

Losung:

Hinweis: Ohne Konstruktion
kann man sehen, dass die
Punkte S(1 | —1) und

(4]0) und (0| —4)

auf der Parabel liegen.
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Graphik: Kapitel2_Arbeitsblatt2_Z1.ggb

a)

b)

gen:

Aufgabe 2.11 (Arbeitsblatt 4, Zusatzaufgabe 4)

Plots von Wurfparabeln mit der selben Anfangsgeschwindigkeit und verschiedenen Wurfrichtun-

Bestimme die Koordinaten des Scheitels S der Parabel, die durch die Gleichung y = z(1—=
beschrieben wird. Was ist der maximale Funktionswert, den die Funktion f mit f(z) =
z(1 — ) fir z € R annimmt?

Folgere aus a), welches das Maximum der Funktion g mit g(z) = 2*(1 — 2?) fir x € R
und welches das Maximum der Funktion A mit h(z) = 2v1 — a2 fir x € [0, 1] ist. Fiir
welchen z-Wert werden die Maxima angenommen?

Ein Ball wird vom Punkt (0 | 0) aus in Richtung des Vektors ¢(*%) geworfen. ¢ gibt den

sin

Betrag der Geschwindigkeit und ¢ den Winkel zwischen Wurfrichtung und z-Achse an. Der
Ball fliegt langs einer parabelférmigen Bahn mit der Gleichung

sin z?
T 105 o
cos ¢ c? cos? p

y:

Berechne die z-Koordinate des Punktes, an dem der Ball auf den Boden (y = 0) auftrifft.
Fiir welchen Wert von cos ¢ fliegt der Ball am weitesten (bei konstantem ¢)?

Hinweis: Verwende sin ¢ = /1 — cos? ¢ und das Ergebnis aus Teil b).

Graphik: Kapitel2_Wurfparabeln.ggb

Losung: a) y=z(l—-z)=—-2?+r=—(2?—z+1)+1= —(a:—%)2+
Der Scheitelpunkt hat die Koordinaten S(3, 1

21):

Die Parabel ist nach unten gedffnet, also wird der maximale Funktionswert im Scheitel ange-
nommen.

= max f(z) :i:f<%>.

zeR

b) g(x) = (1~ %) = f(?) = maxg(x) = ; = g(—5).

zeR 4

V2
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5 1 1
h(z) =avV1—122=+/g(x) = ng[%i(]h(:c)—§—h<ﬁ).

) y=0 & 0=""%5 10" :x<sm‘p—1o ’ )
cos , c?cos? p cos c cos? p

& r=0Ve= f_() sin(p) cos(p) = f—ox/ 1 — cos?(¢p) cos(p)

2

c
& r=0Vzr= Toh(cos(cp))

1 1
— Tmax — 75 ' =-
V2 10 2
Die maximal Wurfweite wird bei einem Wurfwinkel von ¢ = 45° erreicht.

Nach b) ist « maximal fiir cos(¢) =

Zusatzliche Hinweise:

e Fiir die Skizze der Wurfparabeln wurde die Parabelgleichung
Vi@ a2

a v 20a?

y =
zugrundegelegt. Die drei Wurfparabeln ergeben sich fiir a = 0,1, a = 0,5 und a = 0, 9.

e Die hier beniitzten Formeln gelten nur im Vakuum. In der Realitdt wird der Ball durch den
Luftwiderstand abgebremst. Dann ist die Flugkurve keine Parabel, und der optimale Wurfwinkel
ist kleiner als 45°. Die Bahnkurve kann unter der Annahme von konstanter Erdanziehung
(F = mg, g = konstant) und konstantem Luftreibungsfaktor (Reibungskraft F' = —d|v|?,
d = konstant) analytisch berechnet werden.

Siehe z.B. https://matheplanet.de/default3.html?article=735.
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3 Unterrichtseinheit 3 - Parabel und Tangente

In dieser Unterrichtseinheit wird die Tangente an eine Parabel in einem Parabelpunkt behandelt.
Ausgehend von der Charakterisierung ,Die Tangente besitzt genau einen gemeinsamen Punkt mit
der Parabel” wird die analytische Beschreibung durch die Geradengleichung der Tangente hergeleitet.
Danach wird die geometrische Konstruktion der Tangente vorgefiihrt und angewandt.

3.1 Wiederholung

Dauer: 15 min

Ziel: Wiederholung der geometrischen Definition einer Parabel, Anwenden einer neuen Kon-
struktion von Parabelpunkten, Nachweis der Giiltigkeit der Konstruktion.

Material:  Arbeitsblatt 1, zur Besprechung OH-Folie 1

Anmerkung
L. sollte vor dem Austeilen des Aufgabenblattes betonen, dass hier eine andere Konstruktion
von Parabelpunkten verwendet wird als in der letzten Stunde.

Vorgehen: Arbeitsblatt 1 wird in Einzel-/Partnerarbeit gelost. Besprechung mit OH-Folie/ Tafel.

Aufgabe 3.1 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 1)

Eine Parabel ist definiert durch eine Leitgerade [ und einen Punkt F, der nicht auf [ liegt. Die

Parabel p ist die Menge aller Punkte @, fiir die gilt: d(Q,!) = QF. Das bedeutet, dass der Punkt
@ von der Leitgeraden und vom Brennpukt F' denselben Abstand hat. Der Punkt S, der das Lot
von F' auf [ halbiert, liegt auf p und heillt Scheitelpunkt.

Nun sollen weitere Punkte der Parabel konstruiert werden. Dazu wird folgendes Verfahren beniitzt:

Wahle einen beliebigen Punkt A auf der Leitgeraden.
Zeichne die Gerade g senkrecht zu [ durch A.

Konstruiere die Mittelsenkrechte m von A und F.

= W =

Der Schnittpunkt @ von m und g liegt auf der Parabel.

a) Fiihre die angegebene Konstruktion fiir die angegebenen Punkte A, ..., A, durch.
Hinweis: Du kannst die Mittelsenkrechten mit dem Geodreieck zeichnen, Konstruktion mit
Zirkel und Lineal ist nicht verlangt.

b) Es ist bekannt, dass p achsensymmetrisch zum Lot von F' auf [ ist. Spiegle Deine Punkte
am Lot und skizziere p.

Hinweis: Es geniigt, die Spiegelpunkte mit dem Geodreieck zu konstruieren.

c) Zusatzaufgabe: Begriinde, warum die Konstruktion Punkte auf der Parabel p ergibt.
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Losung: a)- b)

My

Graphik: Kapitel3_Aufgabel_1.ggb

Die Gerade mup ist die Mit-
telsenkrechte auf AF

= Das Dreieck AF() ist sym-
metrisch zu mp

= FQ=AQ
= ( liegt auf der Parabel

Graphik: Kapitel3_Aufgabel_2.ggb

Anmerkung

Die hier eingefiihrte Konstruktion von Parabelpunkten bereitet die Konstruktion der Tangente
an eine Parabel vor. Die Zusatzaufgabe muss nicht von den SuS geldst werden, aber eine
Besprechung ist erforderlich, damit spater auf diese Konstruktion zuriickgegriffen werden kann.

3.2 Analytische Beschreibung der Tangente

Dauer: 20 min

Ziel: Einfiihrung des Begriffs Tangente, Herleitung der Gleichung der Tangente an eine Pa-
rabel in einem Parabelpunkt.

Material:  Arbeitsblatt 2, OH-Folie 2

Vorgehen: Nach dem Austeilen des Arbeitsblattes 2 zeichnet L. vermutete Geraden auf der OH-Folie
ein. Falls falsche Vorschlage gemacht werden, kénnen sie eingezeichnet werden. Nach
dem Beweis sollte darauf eingegangen werden, welche der Geraden die Aufgabenstellung
|Gst.
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Tafelanschrieb
3. Parabel und Tangente

Aufgabe 3.2 (Arbeitsblatt 2)

Gegeben ist die Parabel p mit der

Y
10 1 Gleichung y = 22 und ein Punkt
piy—a 9l Q(wo | #3) auf der Parabel.
' Gibt es Geraden durch @, die kei-
87 nen weiteren Schnittpunkt mit p
7 haben?
6 4
5 4
41 2
a Qlao | a3)
g
2 4
1 4
4 -3 2 -1 1 2 3 47 o
-1 A Graphik: Kapitel3_Aufgabe2_1.ggb
Losung: y Hinweis: In der Skizze sind 4 Ge-
10 1 raden als Vorschlige eingezeich-
2 | . net. g; besitzt offenbar nur einen
pry=7 ? N Schnittpunkt, ist aber nicht als
8 1 g Funktion darstellbar. Der nach-
7 folgende Beweis zeigt, dass au-
6 . Ber g, nur g, den einzigen
Schnittpunkt @@ mit p besitzt,
51 g3 und g4 haben einen weiteren
4 - Schnittpunkt.
a Qlao | )
g
2 -
1 -
T T T T J x
-4 -3 -2 -1 14 /I' 2 Graphik: Kapitel3_Aufgabe2_2.ggb
Anmerkung

besonders geschickten Ansatz liefert.

Zur rechnerischen Bestimmung der Tangentengleichung wird die Punkt-Steigungsform einer
Geradengleichung bendtigt. Dazu wird zundchst an der Tafel die Geradengleichung wiederholt.
Als Motivation kann beniitzt werden, dass die Punkt-Steigungsform einen in manchen Fillen
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Tafelanschrieb
Geradengleichungen: g : y = maz + b bedeutet g = {(x,y) : y = mx + b}. m heillt Steigung der
Geraden.

Punktsteigungsform: ¢ : y = m(z — o) + yo geht durch den Punkt (¢, yo) und hat die Steigung
m.

Anmerkung

L. sollte erklaren, warum die Gerade durch den Punkt (zo | yo) geht, und wann die Punkt-
Steigungsform geschickt ist. Nun kann der Satz iiber die Tangentengleichung in einem Para-
belpunkt formuliert und bewiesen werden.

Tafelanschrieb
Gerade g : y = m(z — x9) + x3 geht durch Q(zq | 23).

Schnitt mit p:
Gleichsetzen: y =2* A y = m(x — x¢) + 23
= 2 = m(z —x0) + 23 | — 22 — m(z — o)
& 2 —ax5—m(z —x9) = 0 | Ausklammern
——

=(z—xz0)(z+x0)
& (z—zo)(zr+x0—m) = 0
S r=x9 V r=m— I

Beide Schnittpunkte sollen gleich sein: xg = m — zy & 25 = m.

Gesuchte Gerade: ¢ : y = 2z¢(x — z¢) + 23 = 2z02 — 3.

Leitfrage

Welche der eingezeichneten Geraden haben wir nun bestimmt?

- Dieser Beweis zeigt: Es gibt genau eine Gerade, die in der Form y = mx + b dargestellt
werden kann und @) als einzigen Schnittpunkt mit p besitzt. Dies ist die Gerade g, in der
Zeichnung. Die Geraden g3, g4 besitzen jeweils einen weiteren Schnittpunkt mit der Parabel,
auch wenn er in der Skizze nicht zu sehen ist.

Tafelanschrieb

Satz: Sei die Parabel p : y = z? und der Punkt Q(z¢,x3) auf der Parabel gegeben. Dann gibt
es genau eine Gerade g durch @, die nicht parallel zur y-Achse ist und mit p nur den Punkt @
gemeinsam hat, nidmlich g : y = 2zox — 22

Beweis: Letzte Rechnung

Definition: Diese Gerade heilt Tangente an p in (). Die Steigung 2z der Tangente heifit Ableitung
der Parabelfunktion f(z) = 2% in xg, geschrieben f'(zq) = 2.

Anmerkung

Spatestens hier kann die Frage auftauchen, warum nicht gleich mit der Ableitung gerechnet
wurde. Zum Einen soll hier die geometrische Definition der Tangente im Vordergrund stehen,
zum Anderen richtet sich dieses Skript an SuS ab Klasse 8.

3.3 Ubungsphase
Dauer: 15 min

Ziel: Ubertragung des Beweises auf andere Parabeln.
Material: ~ Arbeitsblatt 3
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Vorgehen:  Arbeitsblatt 3 wird in Einzel-/Partnerarbeit gelést. Besprechung durch Anschreiben des
Ergebnisses.

Aufgabe 3.3 (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 2)

a) Gegeben ist die Parabel p mit der Gleichung y = 222 und der Punkt Q(z¢ | 223) auf p.

a;) Wie muss die Steigung der Geraden g : y = m(x — x¢) + 222 gewahlt werden, damit
g und p nur den Punkt () gemeinsam haben?

ap) Gib die Gleichung der Tangente g an p im Punkt Q(zo | 222) an
a3) Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an p in Q1(2 | 8) und in Q2(—3 | 5)7?
ag) Zeichne die Punkte @)1, @2 und die ermittelten Tangenten an p in die Graphik ein.

b) Zusatzaufgabe: Sei a > 0 fest, p die Parabel mit der Gleichung y = az? und Q(zo | ax?)

ein Punkt auf der Parabel. Zeige, dass es genau eine Gerade g durch @ gibt, die nicht parallel
zur y-Achse ist und mit p nur den Punkt ) gemeinsam hat. Gib die Geradengleichung an.

Losung: aj) Schnitt Gerade und Parabel:

22 = m(x —xo) + 222 | —m(z — xo) — 223
& 2(x? —x3) —m(z —x9) = 0 | 3. binomische Formel
< 2(x —x)(x + x0) — (x - mo) = 0 | Ausklammern
& (z — x9) (2(z + x9) —m) = 0 | Vereinfachen
& (x —x0)(2x 4+ 220 —m) = 0
Dies ergibt zwei x-Werte fiir Schnittpunkte: 15{
1
x:xo,xzim—xo. 97
. 8T (&F
Diese Werte fallen genau dann zusammen,
wenn T
1 6l
To=-M—2x9 < 200 =-m & m = 4dx,.
2 2 .1
a) Die Tangentengleichung lautet 4+
y = dao(r — x0) + 2208 = dxoT — 277 31
1 21
az) g1:yYy=8r—8 go:y=—22—3 X
@2
2 1 2
14
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b) Schnitt Gerade und Parabel:

ar? = m(x —xo) +axd | —m(z — x) — ax?

a(z? —x3) —m(x —x29) = 0 |3. binomische Formel
a(z — xo)(x + x0) — (x —129) = 0 | Ausklammern
(z — mo)(a(z 4+ xg) —m) = 0 | Vereinfachen
(x —zo)(ax +axg—m) = 0

teee

Dies ergibt zwei x-Werte fiir Schnittpunkte: x; = xg, x5 = %m—xo. Diese Werte fallen genau
dann zusammen, wenn

1
Tog=-M—2y & 200=-m <& m = 2ax.
a a

Die Tangentengleichung lautet dann y = 2axq(z — z¢) + az? = 2azgr — ax?.

3.4 Konstruktion der Tangente

Dauer: 10 min

Ziel: Die geometrische Konstruktion der Tangente kennenlernen und begriinden.
Material:  Arbeitsblatt 4, OH-Folie 3

Leitfrage
Wie beweisen wir, dass die konstruierte Gerade die Tangente an die Parabel ist?
- Sie geht durch Q und jeder andere Punkt der Geraden liegt nicht auf der Parabel.

Vorgehen: L. fiihrt die Beweisskizze auf OH-Folie durch und schreibt den Beweis an die Tafel. SuS
schreiben auf dem Arbeitsblatt mit.
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Tafelanschrieb

Satz: Sei eine Parabel p mit Leitgerade [ und Brennpunkt F' gegeben. Fiir einen Punkt @ auf p
sei g die Winkelhalbierende der Strecken QL und QF (L bezeichnet den LotfuBpunkt von @ auf
[). Dann ist g die Tangente an p in Q.

Beweis:

%

/ d(R,1) L

Graphik: Kapitel3_Arbeitsblatt4_2.ggb

1) Die Winkelhalbierende g ist gleichzeitig die Mittelsenkrechte der Strecke F'L, denn:
Die Dreiecke MQF und LQM sind nach sws kongruent
bei M gilt 28 = 180°, also 5 = 90°
MF =ML

2) g und p haben nur den einen Punkt () gemeinsam, denn:

Sei R # (@) ein beliebiger Punkt auf g.

g ist Mittelsenkrechte == RF = RL.

Q # R = L ist nicht LotfuBpunkt von R
= d(R,]) # RL

= d(R,l) # FR

= R liegt nicht auf p ]

Aufgabe 3.4 (Arbeitsblatt 5, Aufgabe 3)

Gegeben sind die Parabel p durch den Brennpunkt F' und die Leitgerade [ und eine Gerade h
(siehe unten stehende Graphik).

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal den Punkt @ auf p, der den eingezeichneten Punkt L als
LotfuBpunkt besitzt.
Hinweis: Die Orthogonale zu einer Geraden durch einen Punkt haben wir in Einheit 1
konstruiert. Die Konstruktion klappt auch, wenn der Punkt auf der Geraden liegt.

b) Die Tangente an p in @ hast Du bereits konstruiert. Warum? Zeichne die Tangente ein.

c) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente an p, die parallel zu der eingezeichneten
Geraden h ist, und ihren Beriihrpunkt R an p.
Hinweis: Konstruiere zunachst den LotfuBpunkt von R auf [.
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Losung:  Tangente
an pin @

a) Konstruktionsbeschreibung:

1) Kreis um L schneidet [ in Sy und S,.

2) Kreise mit dem selben Radius um S; und Sy schneiden sich in Ss.

3) Die Gerade durch L und Sj ist orthogonal auf [ und geht durch L. Auf dieser Geraden
liegt Q.

4) Kreise mit dem selben Radius durch L und F' schneiden sich in Sy und Ss.

5) Die Gerade durch Sy und S5 ist die Mittelsenkrechte von L und F'. Auf ihr liegt @

6) Schnitt der beiden Geraden ergibt Q.

b) Die in Teil a) konstruierre Mittelsenkrechte von L und F' ist die Tangente an p, die p in @
beriihrt.

c) Verkiirzte Konstruktionsbeschreibung:
1) Orthogonale auf h durch F' schneidet [ in Lg. Der gesuchte Punkt R liegt auf der
Orthogonalen auf [ durch Lp.
2) Konstruiere die Mittelsenkrechte zu F' und Lg.

3) Schnitt der Mittelsenkrechten und der Orthogonalen auf [ durch Ly ergibt den gesuchten
Punkt R. Die Mittelsenkrechte ist die Tangente an p, die p in R beriihrt.

Aufgabe 3.5 (Arbeitsblatt 5, Zusatzaufgabe 1)

Gegeben ist eine Parabel p durch den Brennpunkt £ und die Leitgerade [, siehe unten. Konstruiere
die zwei Parabelpunkte, deren Tangenten an p durch den eingezeichneten Punkt P verlaufen sowie
die Tangenten.

Hinweis: Ist () ein Punkt auf p und Ly der LotfulBpunkt von @) auf [, so liegt der Mittelpunkt
Mg, der Strecke F'L auf der Geraden durch den Scheitel S der Parabel, die parallel zu [ ist. M
liegt auBerdem auf der Tangente an die Parabel in ). Konstruiere zunichst S und die Parellele
zu [ durch S. Verwende den Satz des Thales, um M zu konstruieren.
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Losung: \ / 9o

Thaleskreis -~

Verkiirzte Konstruktionsbeschreibung:

1) Orthogonale auf I durch F schneidet [ in Lp.

2) Mittelpunkt der Strecke F'Lp ist der Scheitel S.

3) Auf der Geraden s parallel zu [ durch S liegen die gesuchten Mittelpunkte My und Mp.
4) Thaleskreis durch ' und P schneidet s in Mg und Mpg.

5) Die Gerade g, durch P und M, ist Tangente an p.

6) Gerade durch F' und Mg schneidet [ in L.

7) Orthogonale auf I durch L schneidet gg im Punkt Q.

8) Entsprechend fiir R.

3.5 Anwendung: Reflexion an Parabelspiegeln

Dauer: 15 min

Ziel: Das Gesetz Einfallswinkel = Ausfallswinkel verstehen. Entdecken, dass Lichtsstrahlen,
die vom Brennpunkt einer Parabel ausgehen, im Brennpunkt einer anderen Parabel
gesammelt werden.

Material:  Arbeitsblatter 4 und 5, OH-Folie 4
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Tafelanschrieb

Physik: Ein Lichstrahl wird an einem Spiegel so reflektiert, dass Einfallswinkel = Ausfallswinkel
gilt. Bei gekriimmten Spiegeln verwendet man die Tangente zur Bestimmung der Reflexionsrich-
tung.

L -

Graphik: Kapitel3_Parabelspiegel.ggb

Vorgehen: Zum Beweis des nachsten Satzes ist auf der zweiten Seite des Arbeitsblattes 4 eine
Parabel vorbereitet. Beim Beweis wird die Konstruktion der Tangente durchgefiihrt (und
damit wiederholt), anschlieBend wird gezeigt, dass der reflektierte Lichtstrahl orthogonal
zur Leitgeraden verl3uft. L. fiihrt die Beweisskizze auf OH-Folie durch und schreibt den
Beweis an die Tafel, SuS schreiben auf dem Arbeitsblatt mit.

Leitfrage

Wie groll muss der Winkel ~ sein, damit der reflektierte Lichtstrahl genau entlang der Verlan-
gerung der Strecke L@ verl3uft?

- Es muss v = « gelten.

Tafelanschrieb

Parabelspiegel: Sei ein Spiegel in einer Richtung parabelférmig gekriimmt. Ein Lichstrahl, der
vom Brennpunkt F' ausgeht und die Parabel trifft, verlauft nach der Reflexion senkrecht zur
Leitgeraden.

Beweis: Seien () der Punkt, in dem der Lichtstrahl auf
! p trifft, L der LotfuBpunkt von @, ¢ die Tan-
B QA gente an p in Q und « der Winkel zwischen
L Q FQ und g.

g ist Winkelhalbierende = L@ schlielt mit
M g den Winkel « ein.

Die Verlangerung der Strecke L(Q) ist senk-

7777777 ~N N recht auf [ und schlieRt mit g den Winkel «
f F ein (Scheitelwinkel).

= Der reflektierte Lichtstrahl verlduft langs
p dieser Verlangerung, also senkrecht zu I.
Graphik: Kapitel3_Arbeitsblatt4_4.ggb
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3.6 Schriftliche Aufgaben

Hier sind die Lésungen bereits in die entsprechenden Felder bzw. Graphiken eingetragen.

Aufgabe 3.6 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 4)
Gegeben ist die Parabel p mit der Gleichung y
Yy = .I‘Q. 9+
a) Gib die Koordinaten des Brennpunktes o
und die Gleichung der Leitgeraden an.
Zeichne beides in der Graphik ein. -1
1 R |
F(O|Z),ly——z 61 R
b) Gib die Gleichung der Tangente im Punkt 54
Q(—1,5 | 2,25) an und zeichne Punkt
und Tangente in der Graphik ein. 4 4
Tangente g 'Y = —3x — 2, 25 34
c) Bestimme rechnerisch den Punkt R auf @ 27
der Parabel, dessen Tangente die Stei- IR
gung m = 5 besitzt. Gib die Gleichung 90 I+
der Tangente an und zeichne Punkt und “F
Tangente in der Graphik ein. j % \ I —
—‘d =2 1 =1 1 Y/ I 3 7
R(2,5]6,25), gr - y = 5z — 6,25 1
Aufgabe 3.7 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 5)
Wahr oder falsch?
w/f
Durch jeden Punkt der Parabel gibt es genau eine Gerade, die nur einen gemein- | f
samen Punkt mit der Parabel besitzt.
Die Tangente im Scheitelpunkt einer Parabel ist parallel zur Leitgeraden. w
In jedem Punkt einer Parabel gibt es genau eine Tangente. w
Es gibt auf jeder Parabel Punkte, in denen es keine Tangente an die Parabel gibt. | f
Sei eine Parabel gegeben, deren Leitgerade parallel zur z-Achse ist. Dann gibt es | w
zu jeder Steigung m eine Tangente, die diese vorgegebene Steigung besitzt.
Sei eine Parabel gegeben, deren Leitgerade parallel zur y-Achse ist. Dann gibt es | f
zu jeder Steigung m eine Tangente, die diese vorgegebene Steigung besitzt.
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Aufgabe 3.8 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 6)
Gegeben ist folgende Parabel p:

a) Ermittle die Leitgerade [ und zeichne sie ein.

b) Konstruiere die Tangente an p im Punkt @) mit Zirkel und Lineal.

Ein vom Brennpunkt F' ausgehender Lichtstrahl trifft im Punkt @ auf die Parabel und wird dort
reflektiert.

c) Zeichne den Verlauf des Lichtstrahls rot in die Zeichnung ein.

Nun sollen Lichstrahlen betrachtet werden, die von F' ausgehen und durch den Punkt P(—4 | 4)
gehen.

d) Bestimme alle moglichen Reflexionspunkte zeichnerisch. Zeichne den Verlauf der Licht-
strahlen griin ein.
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Aufgabe 3.9 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 7)

Gegeben sind die beiden Parabeln p; : y = 2% und p; : y = 6 — 2% mit den Brennpunkten
Fi(0 | 2) und F5(0 | 5) bzw. den Leitgeraden l; : y = —2 und Iy : y = 7. AuRerdem ist der Punkt

Q(1] 3) gegeben.

14

\¥)

1
L \

a) Ein von Fj ausgehender Lichtstrahl trifft im Punkt @ auf p; und wird dort reflektiert, trifft
dann auf py und wird wieder reflektiert. Zeichne mit roter Farbe den Verlauf des Lichtstrahls
ein, bis er F}, erreicht.

b) Wahle einen weiteren Reflexionspunkt R auf der Parabel p; und zeichne mit griiner Farbe
den Verlauf des Lichtstrahls ein, bis der Strahl F5 erreicht.

c) Miss fiir beide eingezeichneten Lichtstrahlen die Lange des Weges, den der Lichtstrahl von
F1 bis Fy zuriickgelegt hat und vergleiche die beiden Werte.

Gemessene Lange des Lichtstrahls durch @: | 9LE
Gemessene Lange des Lichtstrahls durch R: | 9LE
Beobachtung: | Die Langen sind gleich

d) Zusatzaufgabe: Beweise die folgende Aussage:
.Die zurlickgelegte Strecke der Lichtstrahlen, die von F; ausgehen, zwei Mal reflektiert
werden und in F5 ankommen, ist gleich dem Abstand der beiden Leitgeraden.”

Losung von d): Verlangert man den Teil des rot gezeichneten Lichtstrahls, der parallel zur y-Achse
verlauft, wie in der Zeichnung gestrichelt durchgefiihrt, so gelten:

QLl = QF] und Q/LQ. = Q/Fg.

Das bedeutet, dass der rote Lichtstrahl genau so lang ist wie die Strecke L L,. Die Lange L1 Lo ist
genau der Abstand der parallelen Geraden [; und I,. Die selbe Uberlegung gilt fiir jeden Lichstrahl,
der von F} ausgehend zuerst an p; und dann an p, reflektiert wird.
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3.7 Erganzung

Anwendung bei der Satellitenschiissel: Der Sender befindet sich auf dem Satellit im Brennpunkt
F eines parabelférmigen Spiegels. Der Empfanger befindet sich im Brennpunkt F, eines weiteren
parabelférmigen Spiegels. Die Parabeln sind gegeneinander geoffnet, und die Verbindungsgerade der
Brennpunkte ist senkrecht zu den beiden Leitgeraden.

ly

Graphik: Kapitel3_Richtfunk.ggb

Dann gilt:

e Lichtstrahlen, die von F) ausgehen und von beiden Parabeln reflektiert werden, gehen durch
Fs.

e Die Lange des Weges, die das Licht von F7 zu F3 zuriicklegt, ist gleich dem Abstand von [; zu
Iy, unabhangig davon, in welche Richtung der Lichtstrahl von F} loslauft. Dies ist wichtig,
denn dann kommen alle Signale, die von Fj ausgehen, zugleich in F; an, egal wie sie an den
Parabeln reflektiert wurden.
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4 Unterrichtseinheit 4 - Ellipse

Diese Einheit behandelt Ellipsen: Einerseits die geometrische Definition und andererseits die analy-
tische Beschreibung durch die Ellipsengleichung.

4.1 Geometrische Definition einer Ellipse

Dauer: 25 min

Ziel: Geometrische Ellipsendefinition

Material: ~ Bastelbogen (siehe Seite 146) offen und geklebt, Schnur und eine Hilfsperson zur Durch-
fihrung der Géartnerkonstruktion, Arbeitsblatt 1, OH-Folie zu AB 1.

Vorgehen: Auf dem Bastelbogen ist eine Sinuskurve aufgedruckt. Schneidet man die Sinuskurve
aus und rollt den Bogen zu einem Rohr zusammen, dann erscheint das Rohr schrig
abgeschnitten. Der Bastelbogen wird zuerst offen prasentiert, damit die SuS die Sinus-
kurve sehen kdnnen. Dann wird das zusammengeklebte Modell gezeigt und die Ellipse,
die als Randkurve zu sehen ist. (Dass die Schnittkurve eine Ellipse ist, wird spater in
einer Zusatzaufgabe nachgewiesen.)

Tafelanschrieb
4. Ellipsen

Definition: Eine Ellipse ist gegeben durch zwei Brennpunkte F} # F5 und eine Lange a > %Fle.
Die Ellipse ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt:

PF1+PF2 = 2a.

Gartnerkonstruktion: Einen Faden der Linge 2a mit den Enden in F; und F; befestigen. Mit
einem Stift den Faden so entlang fahren, dass der Faden gespannt bleibt.

Anmerkung
SuS sollen nur den Text mitschreiben und bei der Durchfiithrung der Gartnerkonstruktion
zusehen. Schnurlange nicht zu kurz wahlen.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Ellipse 51

Vorgehen: Zum Arbeitsblatt 1 erhalten die SuS Pinwand-Nadeln und ein vorbereitetes Fadenstiick,
mit dem sie die , Konstruktion” auf dem Arbeitsblatt durchfiihren. Eventuell fiir geeignete
Unterlagen sorgen (dicke Pappe oder Holz). SuS, die schnell sind, kénnen noch weitere
Ellipsen zeichnen.

Aufgabe 4.1 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 1)

a) Fiihre die Gartnerkonstruktion mit einem Faden der Linge 14LE und den Brennpunkten
Fl, F2 durch.

b) Zeichne mit demselben Faden eine weitere Ellipse mit den Brennpunkten F] und Fj. Was
andert sich? Was bleibt gleich?

c) Welche Symmetrien kannst Du erkennen?

Hinweis: Lass die Nadeln von jemand anderes halten, dann kannst Du genauer zeichnen.

Losung:

b) Die ,Breite” der Ellipsen ist gleich, aber die ,Dicke" ist verschieden.

c) Die Ellipsen sind symmetrisch zur Geraden durch F; und F, und zur Mittelsenkrechten von
F1 und FQ.

Anmerkung
Zu Besprechung der Losung steht eine OH-Folie mit den zwei Ellipsen zur Verfiigung (Kapi-
tel 11).
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4.2 Bezeichnungen bei Ellipsen

Aufgabe 4.2 (OH-Folie / Arbeitsblatt 2: Bezeichnungen bei Ellipsen)
Bezeichnungen:

By

By
Fy, Fy: Brennpunkte

Gerade durch F} und Fj: Hauptachse

Mittelsenkrechte zu F; und F5: Nebenachse

M Mittelpunkt Grole Halbachse: M A, = M A,

Ay, Ay: Hauptscheitel Kleine Halbachse: M B; = M B,

B1, By: Nebenscheitel Lineare Exzentrizitat: M F, = M F
Satz: Es sei eine Ellipse gegeben durch die Brennpunkte F; # F5 und eine Lange
a > %Fng.

Dann gelten: 1) Fiir die groBe Halbachse: M A, = a
2) Fiir die lineare Exzentrizitat: ¢ := M F} = %FlFQ
3) B, = B = a

4) Fir die kleine Halbachse: b := MB = Va2 — e2

Vorgehen: Nachdem die Bezeichnungen geklart sind, werden der Satz und sein Beweis auf dem
Arbeitsblatt notiert. Parallel werden in der Graphik die Bezeichnungen a,b,e und die
Strecken F' By, F»B; erganzt.
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Tafelanschrieb

Satz: Es sei eine Ellipse gegeben durch die Brennpunkte F} # F5 und eine Lange a > %FlFQ.
Dann gelten: 1) Fiir die groBe Halbachse: M A5 = a

2) Fiir die lineare Exzentrizitat: ¢ := M F| = %FlFQ

3) FlBl == FQB] =a

4) Fiir die kleine Halbachse: b := M B, = Va2 —e?

Beweis: 1) A, liegt auf der Ellipse

= 2a=AyF) + AsFy = MAs+e+ MAy — e =2MA,

= MA2 = a

2) Klar

3) Symmetrie = 1By = [,B,
Bl ||egt an der E|||pse = 2(1 = FlBl + FQBl = 2F131

4) Pythagoras: a* = e? + b?

Vorgehen: Arbeitsblatt 3 wird in Einzel/Partnerarbeit geldst. Besprechung anhand der OH-Folie
kann auch durch SuS erfolgen. Die Aufgabe bereitet die Darstellung einer Ellipse im
Koordinatensystem vor. Die letzte Teilaufgabe dient als Uberleitung: Man sieht, wie
umstandlich es ist, festzustellen, ob ein gegebener Punkt auf der Ellipse liegt.

Aufgabe 4.3 (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 2)

Gegeben sind zwei Punkte F3(—6 | 0), F2(6 | 0) und @ = 9. Dadurch wird eine Ellipse definiert.
Hinweis: Diese Aufgabe kann ohne Taschenrechner gelést werden. Du kannst fiir die Zeichnung
Vb5 ~ 7,4 oder /45 =~ 6,7 verwenden.

a) Gib e an und berechne b.

b) Gib die Koordinaten der Haupt- und Nebenscheitel an und zeichne sie unten im Koordina-
tensystem ein.

c) Zeichne den Punkt P(6 | 5) ein und die Verbindungsstrecken zu den Brennpunkten. Be-
weise, dass P auf der Ellipse liegt.
Hinweis: Verwende den Satz des Pythagoras, um die Lange £ P zu berechnen.

d) Spiegle P an den Symmetrieachsen der Ellipse, um drei weitere Punkte P;, P, Py zu er-
halten, die auf der Ellipse liegen. Gib die Koordinaten der Punkte an.

e) Skizziere die Ellipse.

B P

Lésung: a) e=6, b=+/31—36=45~6,T. By

b) A(~90), A3(9,]0), Bi(0]6.7), Bs(0 | ~6,7).

) AP=VIZ2+5=i69=13, HP=5 ! / Az

= Flp + FQP =18 = 2a 9-8-7F)—-5-4-3-2-}
= P liegt auf der Ellipse. ‘i
—4
5
—6

[SCII NG B N N (g

d) Pi(=65), P(—=6]=5), P (6] —5).
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4.3 Die Ellipsengleichung

Dauer: 40 min

Ziel: Herleitung der Ellipsengleichung fiir eine Ellipse in Hauptachsenlage. Vertraut werden
mit der Ellipsengleichung.

Material:  Arbeitsblatt 4

Vorgehen: Zunachst schreiben die SuS nicht mit. Die Erinnerung an die Kreisgleichung dient nur
zur Motivation. Ab dem Hilfssatz schreiben die SuS mit.

Tafelanschrieb

Kreisgleichung:
P(x liegt auf Kreis
P(z|y) (z | y) lieg
& 2% +y? = r? (Pythagoras)
-
Y 22y
o)y
2 2
Ellipsengleichung: % + ‘Z—Q =1

Tafelanschrieb
Hilfssatz: Seien @ > b > 0, e := v/a? — b? und die Punkte Fy(—e | 0), Fy(e | 0) gegeben. Fiir

2 2

jeden Punkt P(z | y) mit % + ‘Z—Q =1 gelten:

PF, = a+ Sz, PF =a-Su
a

Beweis: 1) Koordinatengleichung nach 4? auflésen:

2 2 2 2 b2

v vy _ vy _ x 2 _ 32 2
*)
2) PE’ = (v4e?2+4?
= x2+26x+62+b2—2—zx2
—a2
= x2<1—2—2)+26m+a2
F ®) x—i(az—b2)+2ex+a2
¢ 2
—e 5
= (i)
= PFy = |Ye+a| = a+Ze
Genauso: PF22:(:c—e)2+y2 = PF,=a—"2e. ]
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Tafelanschrieb
2

Satz: Seien a > b > 0 und e = v/a? — b2. Die Glelchung — —|— z—Q = 1 beschreibt eine Ellipse mit
den Brennpunkten Fi(—e | 0), Fy(e | 0) und PF; + PF2 = 2a.

2 2
Beweis: 1) Sei P(z | y) mit m_ + % = 1. Dann folgt aus dem Hilfssatz:

PF, + PF, = a—i—Ex—i-a—Ex = 2a.
a a

Also liegt P auf der Ellipse.

2) Punkte, deren Koordinaten die Gleichung nicht erfiillen, liegen nicht auf der Ellipse: Siehe
Skizze.

P |y) mit% + (y) > 1. Gesamtlange blau > 2a

. 2 .
mit %3 + % = 1: Gesamtlange rot = 2a

2
Y- < 1: Gesamtlange griin < 2a

Aufgabe 4.4 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 3)
Gegeben ist eine Ellipse durch die Gleichung

y?
< = 1.
4

&1%

a) Gib a,b an und berechne e (Hinweis: Du kannst einen der beiden Werte v/32 ~ 5,7 oder
V40 = 6,3 verwenden).

b) Zeichne die Brennpunkte und die Haupt- und Nebenscheitel der Ellipse ein. Skizziere die
Ellipse.

c) Zeichne in Deiner Skizze ein, wo die GroRen a, b oder e als Langen auftreten.

Losung: a) a=6, b=2, e =+/36 — 4 =+/32~ 5, 66.
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b)—c)

Aufgabe 4.5 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 4)

(o

Bestimme in jeder Teilaufgabe die Gleichung der Ellipse, die den Mittelpunkt M im Ursprung ha
und die angegebene Eigenschaft besitzt.

a) Die Scheitel liegen in A(2|0) und B(0 | 1).
b) Ein Brennpunkt hat die Koordinaten /(2 | 0), und a = /12.

c) Die Punkte P(2|2) und Q(4 | 1) liegen auf der Ellipse.
Hinweis: Setze die Koordinaten der Punkte in die Ellipsengleichung ein, um a? und ? zu
bestimmen.

Losung:  a) Aus den Scheitelkoordinaten folgt a =2 und b = 1.

2
Die gesuchte Ellipse besitzt die Gleichung % +? =1

b) Aus den Brennpunktkoordinaten folgt e = 2. Damit ergibt sich b> = a?> —e¢? =12 — 4 =8,
2 2

Die gesuchte Ellipse besitzt die Gleichung :1B_2 + ’% =1
22 P
c) Ansatz: Die Ellipse besitzt die Gleichung — + 2= 1, die Konstanten a,b > 0 sind zu
bestimmen.
K 4 4
Punkt P einsetzen: — + i 1, (1)
16 1
Punkt @) einsetzen: — + — i 1. (2)
Aus (1): = =1 4D (2) eingesetzt
us (1): — =1— —. Dies in eingesetzt:
a? b2 &
16 1 15 ,
b> = 5in (1) eingesetzt:
TR S )
p— —_—_— = - a =
a? 5 5
22y
Die gesuchte Ellipse besitzt die Gleichung 20 + 5= 1.
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Aufgabe 4.6 (Arbeitsblatt 4, Zusatzaufgabe 1)
Was passiert, wenn b > a > 0 gilt?

Gegeben ist die Ellipse mit der Glei-

2
chung %—l—% =1

a) Berechne die Koordinaten aller
Punkte P(x,y), die auf der El-
lipse und auf einer der Koordi-
natenachsen liegen. Zeichne die
Punkte ins Koordinatensystem
ein.

b) Skizziere die Ellipse.

c) Zeichne die groRe und die kleine
Halbachse in die Skizze ein.

d) Berechne die lineare Exzentrizi-
tdt e und zeichne die Brenn-
punkte ein.

Lésung: a) z =0 = y = +£5 Dies ergibt die Punkte (0 | 5) und (0 | —5).

y=0 = x = 43 Dies ergibt die Punkte (3| 0) und (=3 0).

b)—d)
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4.4 Konstruktion von Ellipsenpunkten mit vorgegebener x- oder y-
Koordinate

Tafelanschrieb

Konstruktion von Ellipsenpunkten: Seien a > b > 0, k; ein Kreis um (0 | 0) mit Radius b, ko
ein Kreis um (0 | 0) mit Radius @ und Pi(z1 | v1) und Py(z2 | yo2) die Schnittpunkte einer
Ursprungshalbgeraden mit k; bzw. ks.

2 2

Dann liegt der Punkt P(x5 | 31) auf der Ellipse mit der Gleichung T + Yy _q
a

2 b2

Y

Pythagoras: z2 + y2 = a?

b
Strahlensatz: 2L =~ = Y1 = — Yo.
Y2 a a
b 2
RN SN e
a? b a2 2 a?  a®

= P(x9 | y1) liegt auf der Ellipse.

Vorgehen: Nun miindlich erkldren, wie mit diesem Satz Ellipsenpunkte mit vorgegebener x-
Koordinate konstruiert werden konnen.

Aufgabe 4.7 (Arbeitsblatt 5, Aufgabe 5)
Gegeben ist eine Ellipse mit groRer Halbachse a = 6LE und kleiner Halbachse b = 4LE.

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal einen Punkt P, der auf der Ellipse liegt und die z-
Koordinate 3 besitzt. Parallelen diirfen mit dem Geodreieck gezeichnet werden.

b) Spiegle P mit dem Geodreieck an den Symmetrieachsen der Ellipse, um drei weitere Punkte
zu erhalten, die auf der Ellipse liegen.

c) Zeichne Haupt- und Nebenscheitel ein und skizziere die Ellipse.
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Losung: Y

Verkiirzte Kontruktionsbeschreibung:

e Senkrechte auf x-Achse durch (3 | 0) schneidet den groRen Kreis im Punkt P;.
e Strecke vom Ursprung zu P, schneidet den kleinen Kreis im Punkt P;.

e Parallele zur x-Achse durch P; schneidet die Senkrechte auf die x-Achse im Ellipsenpunkt
P. Dieser Punkt wird nun an den Koordinatenachsen und am Ursprung gespiegelt, um die
Ellipsenpunkte ), R und S zu erhalten.

4.5 Schriftliche Aufgaben

Hier sind die Losungen bereits in die entsprechenden Felder bzw. Graphiken eingetragen.
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Aufgabe 4.8 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 6)
Gegeben sind zwei Punkte F(—4 | 0), F2(4 | 0) und a = 5. Dadurch wird eine Ellipse definiert.

a) Bestimme die Koordinaten der Hauptscheitel: Al(—5 | O), A2(5 ’ 0)

b) Bestimme die Koordinaten der Nebenscheitel: Bl(O ‘ 3), AQ(O ’ —3)

c) Skizziere die Ellipse im unten stehenden Koordinatensystem.

d) Zusatzaufgabe: Berechne die Koordinaten der Punkte P(—4 | y), die auf der Ellipse
liegen.

Losung: ( —4 | 1 8) ( ‘ —1 8)

Tipp: Verwende die Bedingung dafiir, dass P auf der Ellipse liegt und versuche, alle Sum-
manden durch y auszudriicken. Wende den Satz des Pythagoras an!

d) Fir P(—4 | y) mit y > 0 gelten

PFlzy, PFQZ\/y2+82.

P liegt genau dann auf der Ellipse,
wenn

y+ V12 +82 =10
\/m—lo y

& P+8=(05-y)?

=100 — 20y + 3>
& 20y =100 — 64 = 36
& y=1,8
Aufgabe 4.9 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 7)
Wahr oder falsch?
w/f
Eine zur y-Achse parallele Gerade trifft immer zwei Punkte der Ellipse. f

Es gibt ein paar wenige Ellipsen, bei denen ein Brennpunkt auf der Ellipse selbst liegt. | f

Setzt man in der Ellipsengleichung a = b, so erhalt man einen Kreis. w

Die Nebenscheitel einer Ellipse liegen auf der Mittelsenkrechten der Brennpunkte. w

Die Hauptscheitel einer Ellipse sind die beiden Punkte der Ellipse, die den groRten
Abstand voneinander haben.

Die Nebenscheitel einer Ellipse sind die beiden Punkte der Ellipse, die den kleinsten | ¢
Abstand voneinander haben.

Die Brennpunkte einer Ellipse liegen immer auf der Hauptachse. w

Der Abstand der Nebenscheitel einer Ellipse von ihrem Mittelpunkt ist immer kleiner ¢
als der Abstand ihrer Brennpunkte vom Mittelpunkt.
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Aufgabe 4.10 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 8)

Diese Aufgabe ist durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal und ohne Taschenrechner zu I6sen.
Mégliche Werte, die du bendtigst, sind v/40 ~ 6,3 oder /58 ~ 7, 6.

2 2
Gegeben ist eine Ellipse durch die Gleichung % + % =1

a) Gib die Langen der groRen und der kleinen Halbachse an und berechne die lineare Exzen-
trizitat:

a=7b=3e=+v40~6,3

b) Konstruiere alle Punkte der Ellipse mit der Eigenschaft + = 4. Bestimme alle weiteren
Punkte, die sich aus Symmetriegriinden durch geeignete Spiegelung ergeben.

c) Zeichne die Haupt- und Nebenscheitel und die Brennpunkte der Ellipse in das Koordina-
tensystem ein. Skizziere die Ellipse.

d) Zusatzaufgabe: Konstruiere alle Punkte der Ellipse mit der Eigenschaft y = 1. Zeichne
alle weiteren Punkte der Ellipse ein, die durch Spiegelung dieser Punkte erhalten werden
konnen.
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4.6 Zusatzaufgaben

Aufgabe 4.11 (Zusatzblatt, Zusatzaufgabe 1)

Warum ist die Schnittkurve eines Zylindermantels
mit einer Ebene ein Kreis oder eine Ellipse?

Ein Zylinder wird bei geschickter Wahl des Koor-
dinatensystems durch die Gleichung 2% + y? = r?
charakterisiert. D.h. genau alle Punkte (z | y | 2),
deren Koordinaten diese Gleichung erfiillen, liegen
auf dem Zylindermantel.

Eine Ebene E, die schrig zur Zylinderachse ver-
lauft, wird bei geeigneter Wahl des Koordinaten-
systems durch die Gleichung z = mx mit m > 0
beschrieben. In dieser Ebene E liegt die Schnitt-
kurve. Der Fall m = 0 bedeutet z = 0, d.h. die
Schnittkurve ist der Kreis in der x-y-Ebene mit der

Gleichung 2% + y? = r2.

Fiir den Fall m > 0 wird auf der schneidenden
Ebene ein neues 2’-y’-Koordinatensystem einge-
fiihrt: Der Ursprung liegt im Punkt (0 | 0 | 0), die

(' | ¥') aus a, m berechnet werden?

aus x,y, m berechnet werden?

y'-Achse ist identisch mit der y-Achse und die z-Achse verlduft orthogonal dazu in £ (vgl. Gra-
phik). Nun miissen Koordinaten ineinander umgerechnet werden. Wir nehmen an, dass m > 0
fest vorgegeben ist und dass fiir alle Achsen dieselbe Langeneinheit verwendet wird.

a) Essei P(1|0|m) ein Punkt auf der 2’-Achse. Wie lauten seine Koordinaten (2’ | y')?

b) Nunsei P(a | 0| ma) mit a € R ein Punkt auf der 2’-Achse. Wie kdnnen seine Koordinaten
c) Essei P(x |y | mz) ein Punkt auf der Ebene E. Wie kdnnen seine Koordinaten (2’ | /)

d) Es sei ein Punkt auf der Ebene durch P(z’ | 3//) gegeben. Wie berechnet man daraus seine
Koordinaten P(x | y | 2)? Uberpriife Deine Formel am Ergebnis von a).

e) Nun sei bekannt, dass der Punkt P(z’ | y/) auf der Ebene und auf dem Zylindermantel
liegt. Zeige mit Hilfe der umgerechneten Koordinaten P(x | y | 2z) und der Gleichung
22 + y? = r?, dass seine Koordinaten 2/, 1’ eine Ellipsengleichung erfiillen.
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Lésung: a) Die 2’-Koordinate ergibt sich als Abstand von (0|0 | 0): 2’ = v/1 + m?2.
Da P auf der 2/-Achse liegt, gilt 3/ = 0.

b) Fiir a > 0 ergibt sich 2/ = Va2 + a®?m? = V1 + m2a.
Fiir a < 0 gilt 2’ = —Va? + a?m? = —mm’ =v1+m?a.
D.h. in jedem Fall gilt 2’ = v/1 + m2a.

Da P auf der a/-Achse liegt, gilt ' = 0.

c) '=vV1i+miPx, y =y

d) 2= e’ Y=y 2= e
In a) ergab sich 2’ = /14 m?, ¥/ = 0. Unsere Formel ergibt als Koordinaten (x | y | z) von

/

m
——1

—x
V14 m? 14+ m?

Dies stimmt mit P(1 | 0 | m) lberein.

P:
PR S R SN s R,
V1+m? 1+ m? ’
y =y =0,
+m

I
3 |
I
|
3

1

e) Es muss 22 + y* = r? gelten. Setze die Beziehungen = = ﬁx’, y =1y ein:

r2(1 4 m?) )

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a = rv/1 +m? und b = r.

Aufgabe 4.12 (Zusatzblatt, Zusatzaufgabe 2)
Es sei eine Ellipse durch a > b > 0 und die Gleichung z—; + z—i = 1 gegeben. AuBerdem sei die

Gerade ¢ parallel zur y-Achse durch z = —% gegeben.

Beweise, dass fiir jeden Punkt P auf der Ellipse gilt:
PR = Sd(P,g).
a

Hinweis: Beniitze die Formel aus dem Hilfssatz.

Man nennt g die Leitgerade der Ellipse. Die zu beweisende Gleichung entspricht bei der Parabel
der Tatsache, dass die Entfernung von Parabelpunkten zur Leitgerade gleich der Entfernung zum
Brennpunkt ist. Fiir Ellipsenpunkte muss der Abstand zur Leitgeraden mit dem Faktor ¢ < 1
multipliziert werden, damit sich der Abstand zum Brennpunkt ergibt.

Losung: Yy Aus dem Hilfssatz: PF| = a + s

AP’ P ly) AT

Abstand zu g: d(P,g) = — +
— y N

Pr = Ed(P,g) = E<a——l—x>
q Fl a2 xT x a a 66

e = a+—=x = PF1

a
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Aufgabe 4.13 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 2)

2 2
Gegeben ist eine Ellipse mit der Gleichung 93_2 + ?2—2 = 1 und a > b > 0. Berechne die y-
a

Koordinaten (als Formel von a,b) der Punkte, die die selbe z-Koordinate wie einer der Brenn-
punkte haben.

Losung: Die Brennpunkte haben die Koordinaten Fi(—e | 0) und Fy(e | 0) mit e = va? — b2.

Setzt man x = e in die Ellipsengleichung ein, so ergibt sich

2 2 a —b2 y2 b2 y2 b2
—+5=1 & +y—1 S5 -=5=0 & 5 ==
a? b2 a? b2 a? b2 a?

N——
=1-b2/a2
b4 2
2 _
= Uy - = yYy==xT—
a

Das bedeutet: Die vier Punkte, die mit einem der Brennpunkte in der z-Koordinate iibereinstimmen,
haben folgende Koordinaten:

ROERE). B ) () a(- )

Aufgabe 4.14 (Zusatzaufgabe 2)

2 2
Es seien a > b > 0 gegeben. Dann beschreibt die Gleichung x_ + Y — 1 eine Ellipse mit den

b2
Brennpunkten Fy(—e | 0) und Fy(e | 0) auf der z-Achse.

a) Uberlege: Was andert sich an der Ellipsengleichung, wenn die Ellipse so gespiegelt wird,
dass die Brennpunkte der gespiegelten Ellipse auf der y-Achse liegen?

b) Wie kann man an einer Ellipsengleichung erkennen, ob die Brennpunkte auf der x- oder
y-Achse liegen?

Losung: a) Es miissen die z- und y-Koordinate vertauscht werden:

2 2 2 2

Aus der Glelchung — + Y — 1 wird die Gleichung y_ Y

b? b?

Nun ist der Nenner bei 22 kleiner als bei y2. Dies ist der einzige Unterschied in der Gleichung.

22 2
b) Ist eine Ellipse durch die Glelchung — + %2 = 1 gegeben, so gilt:

Ist a > b > 0, so liegen die Brennpunkte auf der z-Achse,

Ist b > a > 0, so liegen die Brennpunkte auf der y-Achse.
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Aufgabe 4.15 (Ergadnzungaufgabe 2)
2 2
Gegeben ist die Ellipse % + % =
Nenner bei 4> groRer als der bei 22 ist. Zeichne die Scheitel und die Brennpunkte der Ellipse in
ein Koordinatensystem ein. Konstruiere jeweils alle Punkte auf der Ellipse mit der angegebenen

Eigenschaft:
bi) y=25 by) z=1 bs) y=-2,5 by z=-1
Skizziere die Ellipse.

1. Berechne e. Uberlege, wie die Ellipse liegen muss, wenn der

Losung: Da die groRere Halbachse in y-Richtung verlduft, liegen die Brennpunkte auf der y-
Richtung.

e = v/52 — 32 = /16 = 4. Die Brennpunkte haben die Koordinaten F(0 | +-4), die Hauptscheitel
A(0 | £5), die Nebenscheitel B(+3 | 0).

A J~
L | P3/S,
L3

g1

éx

=

¥
P,_/L\\\A‘)N

g2 \

b1) Gerade g; mit y = 2,5 schneidet Kreis um (0 | 0) mit Radius 5LE in S und S,.
Strecke von (0 | 0) nach Sy schneidet Kreis um (0 | 0) mit Radius 3LE in S;.
Gerade durch Sz parallel zur y-Achse schneidet ¢; in P,. P; ist Punkt auf der
Ellipse mit y-Koordinate 2, 5.

Entsprechend wird der zweite Punkt P, mit y-Koordinate 2,5 konstruiert.

by) Gerade g2 mit & = 1 schneidet Kreis um (0 | 0) mit Radius 3LE in S5 und Sg.
Gerade durch (0 | 0) und S5 schneidet Kreis um (0 | 0) mit Radius 5LE in 5.
Gerade durch S; parallel zur z-Achse schneidet ¢y in P;. Ps ist Punkt auf der
Ellipse mit z-Koordinate 1.

Entsprechend wird der zweite Punkt P, mit z-Koordinate 1 konstruiert.

b3) Spiegelung von Py, P, an der x-Achse liefert Ps, F.

bs) Spiegelung von P;, P, an der y-Achse liefert P;, Ps.
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5 Unterrichtseinheit 5 - Ellipse und Tangente

In dieser Einheit wird die Tangente an eine Ellipse in einem Ellipsenpunkt geometrisch untersucht.
Damit konnen technische Anwendungen betrachtet werden. AuRerdem wird die analytische Beschrei-
bung von Tangenten hergeleitet.

5.1 Konstruktion von Ellipsenpunkten

Dauer: 15 min

Ziel: Wiederholung der geometrischen Definition einer Ellipse
Material:  AB1, OH-Folie 1: Aufgabe 1

Anmerkung
Falls das Ergdnzungsmaterial behandelt wurde, sollte darauf hingewiesen werden, dass hier
eine andere Konstruktion verlangt ist, als die, die letztes Mal am Schluss vorgestellt wurde.

Aufgabe 5.1 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 1)

Gegeben sind zwei Punkte Fi(—4 | 0), F5(4 | 0) und @ = 6. Dadurch wird eine Ellipse definiert.
Die Ellipse besteht aus allen Punkten P, fiir die PI} + PF, = 2a = 12 gilt: Die Summe der
Abstdnde von P zu F; und zu F; ist gleich 12LE (LE = Langeneinheit).

a) Konstruiere mit dem Zirkel die Punkte By, By der Ellipse, die von F; und F» gleich weit
entfernt sind.

b) Konstruiere mit dem Zirkel alle Punkte der Ellipse, die von F; den Abstand 9LE haben.
Wie bekommt man aus diesen Punkten die Punkte der Ellipse, die von F, den Abstand 9LE

haben? Zeichne auch diese Punkte ein (Konstruktion mit Geodreieck geniigt).

c) Konstruiere mit dem Zirkel alle Punkte der Ellipse, die von F; den Abstand 8LE oder 7LE

haben. Zeichne zusatzlich alle Punkte der Ellipse ein, die von F5 den Abstand S8LE oder
7LE haben.

d) Zeichne die Punkte Ay, A, der Ellipse ein, die von F; oder von F5 den Abstand 2LE haben.
Warum liegen diese auf der x-Achse? Skizziere die Ellipse.

Losung:  a) Diese Punkte haben von F} und von F; den Abstand 6 LE. Man erhilt sie als Schnitt
zweier Kreise. Zeichnung siehe b).

b) Wenn P auf der Ellipse liegt und von F; den Abstand 9LE hat, dann hat P von F, den
Abstand 3LE. Man kann also die zwei Punkte, die diese Bedingung erfiillen, als Schnitt zweier
Kreise konstruieren. Die anderen Punkte erhalt man durch Spiegelung an der y-Achse.
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Py gespiegelt
o

c) - d) Ein Punkt auf der Ellipse , der von F; den Abstand 2LE hat, hat von F, den Abstand 10LE.
Da F|F5 = 8, muss der Punkt auf der Verlangerung von F} I liegen, das ist die x-Achse.

Anmerkung

Auf eine Wiederholungsaufgabe zur Ellipsengleichung wurde aus Zeitgriinden verzichtet. Diese
Wiederholung befindet sich auf dem Blatt zur Beriihrbedingung.

5.2 Tangente in einem Ellipsenpunkt

Dauer: 10 min

Ziel: Definition der Tangente verstehen, Tangente als Winkelhalbierende der Brennstrahlen
kennenlernen

Material:  OH-Folie 2: Tangente als Winkelhalbierende, Arbeitsblatt 1
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Tafelanschrieb
5. Ellipsen und Tangenten

Definition: Ist P ein Punkt auf einer Ellipse, so ist die Tangente an die Ellipse in P diejenige
Gerade g, die mit der Ellipse genau den Punkt P gemeinsam hat. Man sagt: g beriihrt die Ellipse
in P.

Vorgehen: L. schreibt den Beweis an die Tafel, SuS schreiben auf dem Arbeitsblatt 2 mit.

Tafelanschrieb

Satz: Es sei P ein Punkt auf einer Ellipse mit den Brennpunkten Fi, F5 und g die Winkelhal-
bierende der Strecke F; P und der Verlangerung der Strecke F P iiber P hinaus. Dann ist g die
Tangente an die Ellipse in P.

Beweis:

Zu zeigen: Jeder Punkt @ auf g mit Q # P
liegt nicht auf der Ellipse.
Spiegelung von F, an g ergibt F’. Dann gilt

PF" = PF,, also FiF' = 2a

Sei () ein beliebiger Punkt auf g mit Q # P.
Dann gilt QF" = QF;, (denn g ist auch Mit-
telsenkrechte zu F; und F")
= +FQ = +QF'
> FF' = 2a.
= @ liegt nicht auf der Ellipse. ]

Aufgabe 5.2 (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 2)

Gegeben ist die Ellipse in der Graphik und zwei Punkte P, R auf der Ellipse. Konstruiere mit
Zirkel und Lineal die Tangenten an die Ellipse in P und in R.

Losung:

Die Tangente in P wird konstruiert als Winkelhalbierende der Geraden durch F5 und P und der
Geraden durch F} und P.

Entsprechend ist die Tangente in R eine Winkelhalbierende der Geraden durch F} und R und der
Geraden durch F, und R.
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5.3 Die Beriihrbedingung

Dauer: 40 min

Ziel: Wiederholung der Ellipsengleichung, Bedingung an Geradengleichungen kennenlernen,

die genau dann erfiillt ist, wenn die Gerade Tangente an die Ellipse ist.

Material:  Arbeitsblatt 4

Zur Auffrischung des Wissens iiber die Ellipsengleichung befinden sich folgender Text und die Skizze

auf dem Arbeitsblatt 4:

Seien a > b > 0. In einem Koordinatensystem

2 P
wird durch die Gleichung — + == = 1 eine
a2 b2

Ellipse beschrieben. D.h. auf der Ellipse liegen

genau alle Punkte (z | y), deren Koordinaten
diese Gleichung erfiillen.

Dann ist a die Linge der Hauptachse, b die
Lange der Nebenachse. Die Brennpunkte haben
die Koordinaten Fi(—e | 0) und Fy(e | 0) mit
e = va? — b Fir alle Punkte P der Ellipse
gilt PF, + PF, = 2a.

B,

By

Vorgehen: Arbeitsblatt 4 wird in Einzel- oder Partnerarbeit bearbeitet. Zur Auflésung der quadra-
tischen Gleichung wird eventuell ein Taschenrechner bendtigt. Man kann auch auf die
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen verzichten und das vollstindige Quadrat

erkennen.

Aufgabe 5.3 (Arbeitsblatt 4: Aufgabe 3)

2
Gegeben sind die Ellipse & : % + y* = 1 und die Gerade g : y = 22 + 3.

a) Zeichne Haupt- und Nebenscheitel in das gegebene Koordinatensystem ein und skizziere

die Ellipse (v/2 ~ 1,41).

b) Weise rechnerisch nach, dass die Gerade g und die Ellipse k& genau einen gemeinsamen Punkt
besitzen und berechne seine Koordinaten. Zeichne den Beriihrpunkt und die Tangente ein.

c) Zeichne die Tangenten in den Haupt- und Nebenscheiteln ein und bestimme jeweils die

Gleichungsdarstellung der Tangente.

Losung:  a) Skizze fiir a), b), ¢):
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1y Bl
8
61
4+
2
‘ ! 11— —t—t—t—+— Az%
4-1.2 — 16 "
b) Geradengleichung quadriert: y? = 422 + 12z + 9.

Schnitt mit Ellipse: Einsetzen von 3?2 in die Ellipsengleichung

2

%+4x2+12x+9:1 S 24+ 82+24r+18=2 & 922 + 242 + 16 = 0.

In der letzten Gleichung steht ein vollstandiges Quadrat: (3z+4)? = 0. Also haben die Gerade
und die Ellipse genau einen Punkt gemeinsam. Alternativ Ldsungsformel fiir quadratische
Gleichungen:

24422 —4-9-16 24 4
B 18 183

| 3)-

Aus Symmetriegriinden ist die an der x-Achse gespiegelte Gerade ebenfalls Tangente. Sie wird
durch die Gleichung y = —2x — 3 beschrieben.

X

Der einzige Schnittpunkt ist also P(—

ol

Dann konnen beide Geraden auch noch an der y-Achse gespiegelt werden, um zwei weitere
Tangenten zu erhalten. Diese haben die Gleichungen y = —22 4+ 3 und y = 2x — 3.

Die Hauptscheitel haben die Koordinaten 4;(—+/2 | 0) und Ay(v/2 | 0). Die Tangenten sind
parallel zur y-Achse und werden durch die Gleichungen z = —v/2 bzw. 2 = /2 beschrieben.

Die Tangenten in den Nebenscheiteln sind parallel zur z-Achse und werden durch die Glei-
chungen y = 1 bzw. y = —1 beschrieben.

Anmerkung
Aufgabe 3, Teil c), sollte auf jeden Fall besprochen werden. Der Spezialfall senkrechter Tan-
genten wird spater bendtigt.
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Tafelanschrieb
2 .2

x—Q—l—‘Z—Q = 1 sei eine Ellipse k gegeben. Fiir jede Gerade g : y = ma+-c
a

gilt: Erfiillen m, ¢ die Beriihrbedingung a?m? + b*> = ¢2, so ist g Tangente an k, d.h. g und &
haben genau einen Punkt gemeinsam.

Satz: Durcha > b > 0 und

Beweis: Setze y*> = (mx + ¢)? in die umgeformte Ellipsengleichung ?2% + a?y? = a?b? ein:

b22? + a?(m*x? + 2mac + ) = a’b?
& 220 + a®m?) + 2ma’zc + a’c® — a’h® = 0
—_—— —_——
=c2 «+ Beriihrbedingung — =a?(c2—b?)=a?a?m?=atm?
& (xc)? + 2zca®m + (a*>m)* = 0
& (ze+ad*m)? = 0
a*m
& r=——
c
Genau ein z-Wert = g und k haben genau einen Punkt gemeinsam. ]

Anmerkung

e Da lauter Aquivalenzumformungen durchgefiihrt werden, zeigt der Beweis, dass ¢ und
die Ellipse genau einen Schnittpunkt besitzen. Es muss nicht nachgerechnet werden, ob
zu dem gefundenen z-Wert ein Punkt der Ellipse existiert. Das ist durch den Ansatz und
die Umformungen garantiert.

e Didaktische Reduktion: Es wird nicht die genau-dann-Eigenschaft der Beriihrbedingung
bewiesen.

Aufgabe 5.4 (Arbeitsblatt 5, Aufgabe 4)

1'2

Gegeben ist die Ellipse k : 3 +y2=1.

a) Schreibe die Beriihrbedingung fiir eine Gerade mit der Gleichung y = ma + ¢ und der
gegebenen Ellipse auf. Gib drei verschiedene m-Werte mit dazugehdrigen c-Werten an, die
die Beriihrbedingung erfiillen. Zeichne die dazugehdrigen Tangenten y = mx £ ¢ in das
Koordinatensystem ein.

a*m
b) Berechne die Beriihrpunkte der Tangenten. Du kannst dafiir die Formel + = ——— aus

C
dem Beweis des Hilfssatzes verwenden.

c) Zeichne Haupt- und Nebenscheitel der Ellipse und die Beriihrpunkte der Tangenten ein.
Skizziere die Ellipse (v/3 ~ 1,73).

Losung:  a) Skizze fiir a), b) und ¢):
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Yy
y:i\/gxiél/ ﬁ:iri2 By y = +10 \ \

0,8 1
0,6 -

0,4 1
@ 0,2 -

16-14-12-10-08-06-04-02 | 02 04 06 08 1.0 12 14 16 )/ *
_O’2<

0.4
-0,6 1
-0,8 -

NN aRnT

b) Die Bedingung lautet a?m? + b = ¢?, also hier 3m? + 1 = 2. Mégliche Lésungen sind z.B.

(mv C) = (07 1)7 (m’ C) = (17 2)) (mv C) = (\/57 4)
Die zugehdrigen Tangenten sind oben eingezeichnet.

c) Fiir die Tangente y = 1 ist der Berithrpunkt B;(0 | 1).

Fiir die Tangente y = = + 2 ergibt die Formel aus dem Beweis

1
Mit der Geradengleichung folgt y = z + 2 = 3 Also ist der Beriihrpunkt P(—2 | 1).

Fiir die Tangente y = v/5 + 4 ergibt die Formel aus dem Beweis

a’*m 3v5H
r=——=—-——":.
c 4
. . 15 1 . ..
Mit der Geradengleichung folgt y = 5z +4 = 4 — 7 -1 Also ist der Beriihrpunkt
Q(—265 | 1) =~ (~1,670,25).
5.4 Tangentengleichung
Dauer: 35 min
Ziel: Die Gleichung einer Tangente an eine Ellipse aufstellen kénnen, wenn der Beriihrpunkt
gegeben ist.

Material: ~ Tafel, OH-Folie Tangentengleichung, AB 6
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Tafelanschrieb
2 2
Satz: Ist P(xg | yo) ein Punkt auf der Ellipse & : x_2 + % = 1, dann ist die Tangente an k in P
a
durch die Gleichung ¢ : @ + hY _q gegeben.
a b?
Beweis: Fall yg # 0:
1) P liegt auf der Geraden: Es gilt $2f0 + % =1, da P auf k liegt.
2) Geradengleichung nach y auflésen:
b b? b
my _g_mr o, P mey P B
b? a? Yo a? a*yo Yo
m, c erfiillen die Bedingung aus dem Hilfssatz:
Cm? L = a2 blag Ly = blag + bPa’ys
a'ys ay;
b2 5 o 5 o b2a2b2 b4 )
= a2y8(b$0+ay0):a2—yg:y_g:c.
=a?b? da P auf Ellipse
m, c erfiillen die Beriihrbedingung . .
P liegt auf g und auf k } = g ist Tangente an k in P
Fall yo = 0: Dann gilt 2o = +a. Die Tangente ist parallel zur y-Achse und hat die Gleichung
x = a oder x = —a. Diese Gleichung ergibt sich auch, wenn man 3y = 0 und zy = +a in die
Gleichung von g einsetzt:
+ax
S H0=1 & r==a 0

Vorgehen: Partner-/Einzelarbeit. Bei der Besprechung der Aufgabe werden nur die Ergebnisse an
die Tafel geschrieben.

Aufgabe 5.5 (Arbeitsblatt 6: Aufgabe 5)

2 2

Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung % - V1,

4

a) Bestimme die Geradengleichung der Tangenten an die Ellipse durch die Punkte
(i) P(VB 1), (i) R(513). (i) P3(0]2), (iv) Pi(v8]0).
b) Zeichne die Punkte und die Tangenten in die Graphik ein (\/6 ~ 2,45 /8 ~ 2,83).

c) Zusatzaufgabe: Bestimme die Gleichungen der Tangenten mit Steigung m = 2, indem
du das Tangentenkriterium verwendest.

d) Zusatzaufgabe: Bestimme die Schnittpunkte der Tangenten aus Teil b) mit der Ellipse.
Benutze dafiir die umgeformte Tangentengleichung aus dem Beweis. Priife dein Ergebnis
auf Plausibilitdt, indem Du die Tangenten oben in der Graphik einzeichnest.
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Losung:  a) (.)%%:1 = y:4—?$,
(.|)2—“"+@:1 & y:2\/§—§x,
(i) L =1 & y=2
(iv) z = V8.

b) Tangentenkriterium a?m? + b* = ¢ mit a> = 8, b* = 4 und m = 2:
8-4+4=c & =36 & c= 6.
Die Gleichungen der beiden Tangenten lauten: y = 2z 4 6.
c) Aus dem Beweis:
b’z _ E

m=———, ¢ .
a=Yo Yo

Dies ergibt
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5.5 Anwendungen

Dauer: 15 min

Ziel: Anwendungen bei Reflexionen von Schallwellen kennenlernen. Konstruktion der Tangen-
te an eine Ellipse wiederholen,

Material:  Arbeitsblatt 4

Aufgabe 5.6 (Arbeitsblatt 6, Aufgabe 6)

Werden Schallwellen an einer glatten ebenen Wand reflektiert, so gilt wie bei der Reflexion von
Lichtstrahlen an einem ebenen Spiegel das Reflexionsgesetz ,Einfallswinkel = Ausfallswinkel".
Bei gekrimmten Wanden gilt fiir die Reflexion ebenfalls , Einfallswinkel = Ausfallswinkel”, wobei
hier die Winkel zur Tangente bzw. Tangentialebene gemeint sind. Wir untersuchen nun, wie
Schallwellen an einem Gewdlbe reflektiert werden, das beim senkrechten Durchschneiden eine
Ellipse bildet. Ein solches Gewdlbe befindet sich z.B. in der sizilianischen Kathedrale von Agrigent.

a) Wahle einen der Punkte P, @, R. Konstruiere die Tangente an die Ellipse in diesem Punkt.

b) Konstruiere mit der von Dir gezeichneten Tangente den Verlauf der Schallwelle, die von F}
zu dem von Dir gewahlten Punkt verlduft und dann an der Ellipse reflektiert wird. Vergleiche
mit dem Ergebnis Deines Nachbars.

Losung:  a) Konstruktion fiir die Tangente im Punkt R:

Kreis um R durch I, schnei-
det die Verlangerung der Strecke
I} R uber R hinaus in F”.

Kreise mit demselben Radius um
F’ und um F5 schneiden sich
in S. (Der zweite Schnittpunkt
wird nicht bendtigt.)

Die Gerade durch R und S ist
die gesuchte Tangente.

Die reflektierte Schallwelle geht
durch den Punkt F5.

Beweis:

Die Tangente ist Winkelhalbieren-
de: o = 3.

B und 7 sind Scheitelwinkel, also
gleich.

= der reflektierte Strahl verlauft
langs der Strecke RFE5.
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Funktionsweise des Nierensteinzertrimmerers

Nierensteine konnen in ca. 90% der Falle ohne Operation durch StoRwellen zerkleinert werden, so
dass sie nach der Zerkleinerung von alleine aus der Niere ausgespiilt werden.

Das Gerat besteht aus einem abgeschnittenen Ellipsoid, im Querschnitt aus einer abgeschnittenen
Ellipse. Im Brennpunkt F; der Ellipse befindet sich ein Gerdt zur Erzeugung von StoRwellen (sehr
starke Schallwellen). Das Gerat wird so am Patienten, der auf dem Riicken liegt, positioniert, dass
sich der Nierenstein im Brennpunkt F, befindet. Das Innere des Ellipsoids ist mit Wasser gefiillt,
das die StoRwellen iibertragt. Das Korpergewebe leitet die StoRwellen ebenfalls gut weiter. Durch
die Ellipsenform werden die StoRwellen im Nierenstein konzentriert.

Aufgabe 5.7 (Zusatzaufgabe 1)
Gegeben sei eine Ellipse mit 2a = 10 LE und den Brennpunkten F;(3 | 0) und F5(—3 | 0).
Hinweis: Ein Punkt P liegt genau dann auf der Ellipse, wenn PF; + PFy = 2a gilt.

a) Konstruiere die Ellipse, indem du dich an die Anleitung der Konstruktion von letzter Stunde
erinnerst. (Konstruktion mit Zirkel und Geodreieck.)

(Hinweis: Konstruiere zunéchst die Scheitelpunkte und wahle dir dann zwei Punkte auf der
Ellipse, die du konstruieren willst. Spiegle die Punkte geeignet und zeichne die Ellipse ein.)

b) Stelle die Ellipsengleichung in der Form Z”—z + Z—j =1 auf.

c) Priife, ob folgende Geraden Tangenten an die Ellipse sind:
()g:y=2x+11, (i)h:y=32zr+5.
Hinweis: Beriihrbedingung.

d) Zusatzaufgabe: Berechne den Schnittpunkt der Ellipse mit den Tangenten aus Aufgabe c).
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Losung: a)

2 2

b) Es gilt a =5, e = 3 und b* = a? — ¢* = 16. Die Ellipsengleichung lautet 5—5 + 31J_6 =1.

c) Tangentenkriterium: Fiir die Gerade mit der Gleichung y = mxz + ¢ muss a*m? + b? = (2

erfillt sein.
(i) m =2 und ¢ = 11 eingesetzt: 25-4 + 16 = 116 # 121 = 112, also liegt keine Tangente
vor.

.s . 3 . . . 9 . . 2 . .
(ii) m = ; und ¢ = 5 eingesetzt: 25 - = 4 16 = 25 = ¢*, also liegt eine Tangente vor.

a~m

d) Aus dem Beweis des Tangentenkriteriums: * = ———. Dies ergibt fiir die Tangente aus (ii):
c
252 3 16
=TT P YT TR TS

Der Schnittpunkt ist P(—3 | £2).
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5.6 Schriftliche Aufgaben

Hier sind die Lésungen bereits in die entsprechenden Felder bzw. Graphiken eingetragen.
Aufgabe 5.8 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 7)
Wahr oder falsch?

w/f
Der Punkt einer Ellipse, der zum Brennpunkt F; den kleinsten Abstand hat, ist ein f
Nebenscheitel.
Der Punkt einer Ellipse, der zum Brennpunkt F; den kleinsten Abstand hat, ist ein w
Hauptscheitel.
Der Punkt einer Ellipse, der zum Brennpunkt F; den groten Abstand hat, ist ein w
Hauptscheitel.
Fiir jeden Punkt P einer Ellipse, der kein Hauptscheitel ist, ist die Tangente in P eine w
Winkelhalbierende der Geraden durch P und F; bzw. durch P und F5.
In jedem der Hauptscheitel einer Ellipse ist die Tangente parallel zur Hauptachse. f
In jedem der Nebenscheitel einer Ellipse ist die Tangente parallel zur Hauptachse. w
Wenn eine Gerade g : y = mx + ¢ Tangente an eine Ellipse mit der Gleichung
2 | y: 1 T 2,02 2 _ 2 w
% + 1z = List, so gilt a®m* + b° = ¢*.

Aufgabe 5.9 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 8)

Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung

siehe Skizze.

a) Gib eine Gleichung fiir die Tangente an die El-
lipse im Punkt P(4 | ) an. Die Gleichung
muss nicht nach y aufgeldst werden.

A 4:U+12y | od 20 16
ntwort: = —_—— = oder = — — =7
mort |9 o8 T80 =3 715

b) Priife, ob die jeweils angegebene Gerade Tangente an die Ellipse ist.

Geradengleichung | Tangente j/n | Geradengleichung | Tangente j/n
gs:y=+4 j gs:y=—b n
g1:y=2x+11 n ggzy:%x—l—f) ]
gs:x =4 n g6 : T = —9 J

Hinweis: Eventuell die Beriihrbedingung verwenden.
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Aufgabe 5.10 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 9)

Gegeben ist die Ellipse & mit den Brennpunkten F;(—5 | 0), F5(5|0) und a =T7.

a) Konstruiere mit dem Zirkel die Nebenscheitel der Ellipse.

b) Konstruiere mit dem Zirkel die Punkte P;, P, der Ellipse, die von F; den Abstand 10LE

haben (LE = Langeneinheit).

c) Spiegle P, P, mit dem Geodreieck an der y-Achse, um zwei weitere Punkte Pj, P, der

Ellipse zu erhalten.

d) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente g an die Ellipse in P;. Zeichne g in blauer

Farbe ein.

e) Zeichne die Hauptscheitel der Ellipse ein und skizziere die Ellipse & in griiner Farbe.

P,
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Aufgabe 5.11 (Schriftliches Aufgabenblatt, Aufgabe 10)

Werden Schallwellen an einer glatten ebenen Wand reflektiert, so gilt wie bei der Reflexion von
Lichtstrahlen an einem ebenen Spiegel das Reflexionsgesetz ,Einfallswinkel = Ausfallswinkel”.
Bei gekriimmten Wanden gilt fiir die Reflexion ebenfalls , Einfallswinkel = Ausfallswinkel”, wobei
hier die Winkel zur Tangente bzw. Tangentialebene gemeint sind. Wir untersuchen nun, wie
Schallwellen an einem Gewdlbe reflektiert werden, das beim senkrechten Durchschneiden eine
Ellipse bildet. Ein solches Gewdlbe wird als Fliistergewdlbe bezeichnet.

Fy Fy

In der Zeichnung sind die Tangenten in den Punkten P und R eingezeichnet.

a) Beim Punkt P ist ein Winkel a eingezeichnet. Trage bei den drei weiteren Winkeln, die
gleich grol sind wie «, ebenfalls « ein.

b) Beim Punkt R sind vier der sechs Winkel gleich groB. Trage bei diesen Winkeln § ein.

c) Eine Schallwelle geht von F; aus und wird im Punkt P reflektiert. Trage den Verlauf der
Schallwelle mit griiner Farbe ein. In welchem Punkt trifft sie auf die Hauptachse?

Antwort: Im Punkt F1

d) Eine Schallwelle geht von F; aus und wird im Punkt R reflektiert. Trage den Verlauf der
Schallwelle mit roter Farbe ein. In welchem Punkt trifft sie auf die Hauptachse?

Antwort: Im Punkt F1

Damit ist der Name Fliistergewdlbe erklart: Eine Person, die in F; steht, kann das Fliistern einer
anderen Person, die im Punkt Fj steht, gut horen.
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6 Unterrichtseinheit 6 - Hyperbel, Tangente an Hyperbel

6.1 Konzept

e Vorbereitung: Diskussion einer Hyperbelgleichung

Geometrische Definition

Bezeichnungen

Gleichungsdarstellung ohne Beweis

Tangente als Winkelhalbierende mit Aufgabe zur Reflexion

6.2 Einfiilhrung

Aufgabe 6.1 (Arbeitsblatt 1, Aufgabe 1)

Gegeben ist die Gleichung
2 P
L =
6 9 (*)

Wir betrachten die Menge k aller Punkte P(x | y), deren Koordinaten diese Gleichung erfiillen.

a) Was unterscheidet diese Gleichung von einer Ellipsengleichung?

b) Bestimme die z-Koordinate aller Punkte aus k, fiir die y = 0 gilt. Zeichne die Punkte ins
Koordinatensystem ein.

9

7 oder y = —% gilt. Zeichne die

c) Bestimme die z-Koordinate aller Punkte, fiir die y =
Punkte ins Koordinatensystem ein.

d) Gibt es Punkte in k& mit der z-Koordinate x = 07

e) In welchen Intervallen muss = liegen, damit die Gleichung (*) mindestens eine Ldsung y
besitzt?

f) Wenn ein Punkt P(z | y) in k liegt, dann liegt auch der Punkt P(—x | y) in k. Welche
Symmetrie der Menge k wird dadurch beschrieben?

g) Wenn ein Punkt P(x | y) in k liegt, dann liegt auch der Punkt P(x | —y) in k. Welche
Symmetrie der Menge k wird dadurch beschrieben?

h) Die Gleichung (x) kann umgeformt werden zu

_ 423
16 22

y? 9 9 b
22 16 =z o

&<

Fiir groBe Werte von 22 gilt dann 4~ j:%. Zeichne die beiden Geraden g; : y = %f und
y = —3z ins Koordinatensystem ein.

i) Skizziere die Menge k. Beachte hierbei, dass alle Punkte von & mit positiven x-Werten
unterhalb von g; und oberhalb von ¢, liegen. Beniitze die Symmetrieeigenschaften aus f)

und g).
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Lésung: a) Das Minuszeichen vor dem 3*-Term.

b) y=0 = 22=16 & x = +4.
Die Koordinaten der Punkte P;(—4 | 0) und P,(4 | 0) erfiillen die Gleichung (x).

2 2

c)y=+] => £ - =1l L _2-1&1°-9=16 & 2°=25 & =15

Die Koordinaten der Punkte (45 | §) erfiillen die Gleichung ().
d) z = 0 ist nicht mdglich, denn dann miisst ? = —9 gelten.

e) Damit (*) losbar ist, muss 22 > 16 gelten. D.h. genau fiir x < 4 oder # > 4 besitzt (x)
mindestens eine Lésung v.

f) Achsensymmetrie zur y-Achse.

g) Achsensymmetrie zur z-Achse.

h) und i)

— N W s O

Pr(=410)

—13-12—-11-10-9 =8 =7 —6 =5 44 =3 =2 — f 2 3

Py(4]0)

5 6 7 8 9 10 11 12 13 T

Miindlich: Die Menge k nennt man Hyperbel, die beiden Geraden g; und g nennt man Asymptoten,
denn die Punkte der Hyperbel kommen den Geraden beliebig nahe, und die Hyperbel
schneidet die Geraden nicht.

6.3 Definition von Hyperbeln

Dauer: 20 min
Ziel: Geometrische Definition von Hyperbeln kennen
Material: ~ Tafel, AB3 und OH-Folie Losungsbesprechung Hyperbelkonstruktion

Tafelanschrieb
6. Hyperbeln

Definition: Eine Hyperbel ist gegeben durch zwei Brennpunkte F; # F5 und eine Linge a > 0
mit 2a < FyFy. Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir die

[PF - PFy| = 2

gilt.
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Aufgabe 6.2 (Arbeitsblatt 2, Aufgabe 2)

Gegeben ist die Hyperbel mit F;(—4 | 0), F5(4 | 0) und a = 2. Konstruiere jeweils mit dem Zirkel
alle Punkte der Hyperbel, die die angegebene Bedingung erfiillen:

a) P mit PF; = 2. (Wie grof muss PF, sein?)
b) P’ mit P'F, = 2.
c) Q,Q mit QF, =4 bzw. Q'F; = 4.

d) R,R' mit RF; =6 und RF; = 10 bzw. R'F; = 10 und R'F; = 6.

e) Gegeben ist der Punkt S(4 | 6). Berechne SF; und SF. Zeige, dass S auf der Hyperbel
liegt, d.h. dass die Eigenschaft |SF; — SF;| = 4 erfiillt ist.

Losung:

a) Es muss gelten: ‘2 — PFg‘ = 4. Daraus folgt PF, = 6.

b) Nun muss P'F; = 6 gelten.

c) Die Bedingung }4—@‘ = 4 liefert
QF, = 0 oder QF, = 8. Die erste
Maoglichkeit passt nicht mit F} F =
8 zusammen, also bleibt die zweite

Moglichkeit.

Fir Q' gilt entsprechend Q' F} = 8.

d) Hier stehen alle Angaben in der

Aufgabenstellung.
siehe unten.

e) Esgilt

SFy

SF,

2

2

Konstruktion

(4~ (=4)" + (6 -0y
64+36 = 102
(4—4)*+ (6 —0)2

62

\

=N W R OO ke

)
RN/
/
/
7/

/

Ql //
/
7
/
i

/

P
1

= SFI—SF, = 6—-10 = —4. Also ist |SFy — SF,| = 4 erfiillt.

6.4 Bezeichnungen bei Hyperbeln

Dauer:
Ziel:
Material:

Vorgehen:

5 min
Bezeichnungen bei Hyperbeln kennen
AB3 und OH-Folie Bezeichnungen bei Hyperbeln

\
\

!

1
U
I
\

\
\
Q5

d 9\

L. tragt die Ldngen und Bezeichnungen auf der Folie ein, SuS schreiben auf AB3 mit
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Aufgabe 6.3 (OH-Folie / Arbeitsblatt 3: Bezeichnungen bei Hyperbeln)

Nebenachse

N Hauptachse

Ein Punkt liegt genau dann auf der Hyperbel, wenn ’PFl — PFy| = 2a.

Fi, Fy: Brennpunkte e = %Fng

Ay, As: Scheitel AlAy = 2a

M: Mittelpunkt MF, = e
MA, = a

Gerade durch Fy, Fy: Hauptachse
Gerade durch M senkrecht zu F}, Fy: Nebenachse

g1, go: Asymptoten b= 2 — qa

Miindlich:  Warum liegen A;, Ay auf der Hyperbel?

6.5 Die Hyperbelgleichung

Tafelanschrieb
Satz: Fiir gegebene feste Zahlen a,b > 0 sei e := v/a? + b? Die Gleichung

2 2

a? b2

beschreibt eine Hyperbel mit den Brennpunkten Fi(—e | 0) und Fy(e | 0). D.h. genau dann,
wenn die Koordinaten eines Punktes P(x | y) die Gleichung erfiillen, gilt

FP-TP| = 2.

Beweis: Siehe Arbeitsblatt 4.
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Vorgehen: Der Beweis des Satzes wurde nicht besprochen. Er funktioniert genau so wie bei der
Ellipsengleichung. Fiir interessierte SuS steht er auf dem Arbeitsblatt 4.

Beweis auf zweiter Seite von AB4
22 Y2

Satz: Jeder Punkt, dessen Koordinaten die Gleichung % — % = 1 erfiillen, liegt auf der Hyperbel,
deren Punkte die Bedingung
|PFy, — PFy| = 2a

mit Fi(—e | 0) und Fy(e | 0), e = va? + b? erfiillen.

2

Beweis: Sei P(z | y) mit z > 0 und ﬁ—; - %=1
Beweise als Erstes, dass .
PF, = =z+a (*)
a
gilt.

Lose zunichst die Koordinatengleichung nach y? auf:

b2a?
2 2
4 a2 b
Damit folgt
PF12 = (z+ 6)2 + 9

b2
= I2+2€x+€2+—2—62
a
2

= x_2<a2 +b%) + 2ex + €% — b?
a 2 2
xe 2
= (— —|—a> .
a
Dies beweist (). Genauso folgt
PFE, = Sx—a = gm—a. ()

Aus (%) und (xx) folgt nun PFy — PFy = 2a.

Fiir x < 0 gelten (x) und (xx) entsprechend, es miissen nur die rechten Seiten mit (—1) multi-
pliziert werden. ]

Aufgabe 6.4 (Arbeitsblatt 4, Aufgabe 3)

Berechne in jeder Teilaufgabe die GroRen a, b, e fiir die gegebene Hyperbel. Zeichne jeweils die
Brennpunkte, die Scheitel, die Asymptoten und die Hyperbel ein (v/11 ~ 3,3, v/2 ~ 1,4).

2
a) = _ Yy

)

25 11

332 yQ
b) & ¥

) 4 4
c) 2 —y*=1.
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AZ/

. 4
Losung: a) a = 5 8
= V11 !
6
= 6 5
4
3
2
P:l A1 !
—13-12-1+10-9-8—-7—-645—-4—-3-2~
-2
-3
—4
-5
-6
-7
-8
b) a« = 2
= 2
e = 22 ~ 2,8
—13-12-1+10-9-8—7—6—-5-4-3 42—
-5
-6
-7
-8
c) a =

—13-12-1+10-9-8—-7-6—-5-4-3-2

6.6 Tangente an Hyperbel

2.3 4 6 7 8 910111213%
AQ/

3456 78 9101112137

Iy

®-

2 345678 9101112137

Dauer: 15 min
Ziel: Konstruktion einer Tangente an eine Hyperbel verstehen.
Material: ~ Arbeitsblatt 5, Arbeitsblatt 5 als OH-Folie 3.
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Leitfrage
Was kennzeichnet eine Tangente?
- Sie hat genau einen Punkt mit der Hyperbel gemeinsam.

Vorgehen: L. vervollstandigt Skizze auf OH-Folie, SuS schreiben auf AB mit.

Tafelanschrieb
Satz: Es sei P ein Punkt auf einer Hyperbel und g die Winkelhalbierende der Strecken PF; und
PF;. Dann ist g die Tangente an die Hyperbel in P.

Arbeitsblatt 5 als OH-Folie

Tafelanschrieb
Beweis: Spiegelung von F» an g ergibt F’ auf 1P = PF, = PF’.

= [\F'=FP— PF = F P— PF, =2a (da P auf Hyperbel).

Zeige: Fiir jeden Punkt @) auf g mit Q # P gilt ’QFl — QFQ‘ = 2a. Dann liegt Q) nicht auf der
Hyperbel.

Q liegt auf ¢ & QF, = QF' (denn g ist Mittelenkrechte zu FyF”).

AuBerdem QF; < QF' +2a = QF —QF' <2a
20+ QF, > QF" = QF, —QF > —2a

= —2a< QFl —QFQ = QFl —QF/ < 2a.
= Jeder Punkt @ auf g mit Q # P liegt nicht auf der Hyperbel.

= ¢ ist Tangente an die Hyperbel. ]
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6.7 Reflexion an hyperbelférmigen Spiegeln

Dauer: 25 min

Ziel: Konstruktion von Strahlen, die an Hyperbeln reflektiert werden.
Material:  Arbeitsblatt 6, OH-Folie 4

Vorgehen: Bearbeitung der Aufgabe in Einzel/Partnerarbeit. Besprechung an OH-Folie durch Schii-
lerin oder Schiiler.

Aufgabe 6.5 (Arbeitsblatt 6, Aufgabe 4)

Werden Lichtwellen an einem ebenen Spiegel reflektiert, so gilt das Reflexionsgesetz , Einfallswinkel
= Ausfallswinkel”. Bei gekriimmten Spiegeln gilt fiir die Reflexion ebenfalls ,Einfallswinkel =
Ausfallswinkel”, wobei hier die Winkel zur Tangente bzw. Tangentialebene gemeint sind. In dieser
Aufgabe wird untersucht, wie Lichtwellen an hyperbelférmig gekriimmten Spiegeln reflektiert
werden. Gegeben ist ein Hohlspiegel mit hyperbelférmiger Kriimmung (siehe Zeichnung).

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente g an die Hyperbel im Punkt P.

b) Zeichne die vier gleichen Winkel « ein, die die Tangente und die Geraden durch P und F}
bzw. durch P und F, einschlieRen.

c) Zeichne den Verlauf eines Lichtstrahls, der von einer Lichquelle im Brennpunkt F5 ausgeht
und im Punkt P von der konstruierten Tangente g reflektiert wird.

d) Zeichne zwei weitere Punkte @, R auf der Hyperbel unterhalb der waagrechten Symmetrie-
achse ein und zeichne den Verlauf der Lichstrahlen, die von F, ausgehen und in () bzw. R
reflektiert werden.

Losung:

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Hyperbel 89

Aufgabe 6.6 (Arbeitsblatt 6, Aufgabe 5)
Nun ist ein Konvexspiegel mit hyperbelférmiger Krimmung gegeben (siehe Graphik).

a) Zeichne die Geraden durch P und Fj bzw. durch P und F, und die vier gleichen Winkel «
ein, die die Tangente und diese Geraden einschlielen.

b) Zeichne den Verlauf eines Lichtstrahls, der von einer Lichquelle im Brennpunkt F; ausgeht
und im Punkt P von der eingezeichneten Tangente g reflektiert wird.

c) Zeichne zwei weitere Punkte @), R auf der Hyperbel ein, die nicht auf der Hauptachse der
Hyperbel liegen, und zeichne den Verlauf der Lichstrahlen, die von F, ausgehen und in @
bzw. R reflektiert werden.

Losung:

Konvexspiegel

Aufgabe 6.7 (Arbeitsblatt 6, Aufgabe 6)

Gegeben sind zwei Konvexspiegel mit hyperbelférmiger Kriimmung (siehe Skizze). Konstruiere
den Verlauf eines Lichtstrahls, der von P aus in Richtung F5 verlduft und dann mehrfach an
beiden Spiegeln reflektiert wird.
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Losung:

Konvexspiegel Konvexspiegel

Fy

6.8 Schriftliche Aufgaben

Hier sind die Lésungen bereits in die entsprechenden Felder bzw. Graphiken eingetragen.

Aufgabe 6.8 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 7)

a) Eine Hyperbel ist durch zwei Punkte Fi, F, und eine Linge a < %Fng gegeben. Vervoll-
standige die Satze.

Die Punkte Fy und F, werden als | Brennpunkte bezeichnet.

Mit A; und A, werden die | Scheitel bezeichnet.

Fiir jeden Punkt P der Hyperbel gilt |F1P — FQP‘ = 2a

Die Gerade durch F} und F, heift | Hauptachse

b) Gegeben ist die Hyperbel mit der Gleichung %24 — g—; = 1. Bestimme die Koordinaten der

Brennpunkte und der Scheitel sowie die Gleichungen der Asymptoten.
Fi(—13]0) | Fy(13]0) A(—1210) [ As(12]0)

glzy:%x ggzy:—%x

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Hyperbel

Aufgabe 6.9 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 8)
Wahr oder falsch?
w/f

Fiir alle Punkte P einer Hyperbel hat die Differenz 7 P — F> P den selben Wert. f
Eine Asymptote einer Hyperbel ist eine Gerade, der die Hyperbelpunkte beliebig nahe |
kommen.
Der Punkt einer Hyperbel, der zum Brennpunkt F den kleinsten Abstand hat, ist ein |
Scheitel.
Jede Hyperbel ist punktsymmetrisch zu ihrem Mittelpunkt. w
Die Brennpunkte einer Hyperbel haben vom Mittelpunkt A immer einen gréReren |
Abstand als die Scheitel .
Seien a,b > 0. Die Asymptoten zu einer Hyperbel mit der Glelchung i’—; =1| ¢
besitzen die Steigung m = 3 oder m = —¢.
In jedem Scheitel einer Hyperbel ist die Tangente parallel zur Nebenachse. w
Sei eine Hyperbel durch die Glelchung = 1 gegeben. Im Fall @ > b > 0 ist | ¢
die z-Achse die Hauptachse, im Fall b > a > O ist die y-Achse die Hauptachse.
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Aufgabe 6.10 (Schriftliches Arbeitsblatt, Aufgabe 9)

Im Cassegrain-Teleskop werden die (von links parallel einfallenden) Lichtstrahlen zuerst von ei-
nem parabelférmig gekrimmten Hohlspiegel s; (mit Loch in der Mitte) und danach von einem
hyperbelformig gekriimmten Konvexspiegel s, reflektiert Die Spiegel sind so angeordnet, dass
die Symmetrieachse von Parabel und Hyperbel {ibereinstimmen und auch der Brennpunkt der
Parabel und der Brennpunkt F7 der Hyperbel zusammenfallen. Zeichne den Strahlengang fiir die
drei Lichtstrahlen bis zur Linse des Okulars ein.

Hinweis: Im Bild sind die gemeinsame Symmetrieachse der Parabel und der Hyperbel (gestri-
chelt), die Brennpunkte F, F» der Hyperbel und die Parabel s; und Hyperbel ss (gepunktet)
eingezeichnet.

Losung:

v

Okular

Vv
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6.9 Zusatzaufgaben

Aufgabe 6.11 (Zusatzaufgabe 1)

Im Gregory-Teleskop werden die (von links parallel einfallenden) Lichtstrahlen zuerst von einem
parabelférmig gekrimmten Hohlspiegel s; (mit Loch in der Mitte) und danach von einem el-
lipsenférmig gekriimmten Konvexspiegel so reflektiert Die Spiegel sind so angeordnet, dass die
Symmetrieachse von Parabel und Ellipse iibereinstimmen und auch der Brennpunkt der Para-
bel und der Brennpunkt F} der Ellipse zusammenfallen. Zeichne den Strahlengang fiir die drei
Lichtstrahlen bis zur Linse des Okulars ein.

Uberlege, welche Unterschiede zwischen Gregory-Teleskop und Cassegrain-Teleskop bestehen.
Was konnten Vor- oder Nachteile sein?

Hinweis: Im Bild sind die gemeinsame Symmetrieachse der Parabel und der Hyperbel (gestri-
chelt), die Brennpunkte F, F» der Hyperbel und die Parabel s; und Hyperbel s; (gepunktet)
eingezeichnet.

Losung: Ein Hauptunterschied zwischen Gregory- und Cassegrain-Teleskop besteht darin, dass der
Brennpunkt des kleinen Spiegels beim Cassegrain-Teleskop aulerhalb des Teleskops liegen kann,
wahrend er beim Gregory-Teleskop innerhalb des Teleskops liegt. Dadurch wird das letztere bei
gleicher VergroBerung langer sein.

S
7

/ Okular

Vv
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Aufgabe 6.12 (Zusatzaufgabe 2)

Gegeben sind die Funktion
flx) = 1 und die Punkte
7

F(—V2| —v2), B(vV2 | V2)

(siehe Zeichnung).

1 2
a) Multipliziere aus: (3: + - — \/§> :
77

b) Sei # > 0 und P(z, ) ein Punkt auf dem Graphen von f. Berechne das Quadrat des

Abstandes von P zu F;. Vergleiche PF22 mit dem Ergebnis aus a) und gib PF; ohne
Verwendung der Wurzelfunktion an.

c) Sei wieder 2 > 0 und P(z, 2) ein Punkt auf dem Graphen von f. Stelle PE,” als vollstin-
diges Quadrat dar.

d) Berechne PF, — PF;.

1 2 1 1
Losung: a) (m+——\/§> = x+——|—2—|—2x——2x\/_ 2— \/_
s
1
= +—+4—2x\/_—2 V2

b) P_FQ2 = (x—\/§)2 ( ) = x2—2\/§$—|—2+$—£+2
= :17—2\/_x 1——\/_ = <x+i—\/§>2
= P_Fg:x%—i—ﬂ
c) Voriiberlegung: (a + b+ ¢)? = a® + b* + % + 2ab + 2ac + 2bc
PE’ = (x+\/§)2+<é+\/§>2 = x2+2\/§x+2+%+¥+2

1 2
= (x+—+\/§>
xz
S 1
= Pl =x+—-+2
X

d) PF,— PF =22
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Aufgabe 6.13 (Zusatzaufgabe 3)

Gegeben sind die Funktion
flx) = 1 und die Punkte
7

F(—V2| —v2), B(vV2 | V2)

(siehe Zeichnung).

1 2
a) Multipliziere aus: (3: + - — \/§> :
77

b) Sei # > 0 und P(z, ) ein Punkt auf dem Graphen von f. Berechne das Quadrat des
Abstandes von P zu F;. Vergleiche PF22 mit dem Ergebnis aus a) und gib PF; ohne

Verwendung der Wurzelfunktion an.

c) Sei wieder 2 > 0 und P(z, 2) ein Punkt auf dem Graphen von f. Stelle PE,” als vollstin-

diges Quadrat dar.
d) Berechne PF, — PF;.

1 2 1 1
Losung: a) (m+——\/§> = x+——|—2—|—2x——2x\/_ 2— \/_
s
1
= +—+4—2x\/_—2 V2

b) P_FQ2 = (x—\/§)2 ( ) = x2—2\/§$—|—2+$—£+2
= :17—2\/_x 1——\/_ = <x+i—\/§>2
= P_Fg:x%—i—ﬂ
c) Voriiberlegung: (a + b+ ¢)? = a® + b* + % + 2ab + 2ac + 2bc
PE’ = (x+\/§)2+<é+\/§>2 = x2+2\/§x+2+%+¥+2

1 2
= (x+—+\/§>
xz
S 1
= Pl =x+—-+2
X

d) PF,— PF =22
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6.10 Erganzung

Geometrischer Beweis, dass die bei der Hyperbel eingezeichneten Geraden Asymptoten sind.

Wir skizzieren zunachst ein wichtiges rechtwinkliges Dreieck als Grundlage

Y

2b
q= % Fy v
h 2ab b
Beachte: Die Gerade g durch F; und C besitzt die Steigung m, = = % = -
P a a

P

2a 2b

R H 26/ By #—

Die beiden Kreise beriihren sich, wegen PF; — PFy = 2a.

Je groRer der Abstand von P zum Ursprung ist, desto mehr n3hern sich die Steigungen von £ P und
F>P an, im Grenzfall werden sie parallel. Im Grenzfall wird der Abschnitt der Kreislinie zwischen F,
und dem Beriihrpunkt mit dem blauen Kreis zu einer geraden Strecke, die den blauen Kreis beriihrt.
Dann geht die Strecke F; P in die Verlangerung von F;C iiber. Das bedeutet, dass sich P bei groRer
werdendem Abstand zum Ursprung an die Gerade durch F; und C ann3hert.
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7 Bonusmaterial - Parabel, Ellipse und Hyperbel als Ke-
gelschnitte

Im ersten Teil dieser Einheit wird erklart, wie Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln als Schnitte eines
Doppelkegels mit verschiedenen Ebenen entstehen. Im zweiten Teil wird geometrisch bewiesen, dass
der Schnitt eines Doppelkegels mit einer geeigneten Ebene eine Hyperbel darstellt.

7.1 Schnitte von Ebenen mit Doppelkegeln

Dauer: 10 min

Ziel: Sehen, wie Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln als Schnitte eines Doppelkegels mit ver-
schiedenen Ebenen entstehen.

Material:  Kegelmodelle und Karton mit passend ausgeshnittener Ellipse, Parabel, Hyperbel.

Vorgehen: L. zeigt anhand der Modelle, wie die Ebenen den Kegel durchdringen.

Anmerkung

Bei der Prasentation des Kegels gleich mit einer Schnur zeigen, dass eine Gerade durch einen
Punkt des Kegelmantels und durch die Kegelspitze ganz auf dem Mantel des Doppelkegels
liegt. Dies bereitet die Uberlegungen im nichsten Kapitel vor.

Anmerkung
Es ist geplant, Bastelbégen fiir Kegel mit aufgedruckten Schnittlinien und mit zugehdrige
Schnittkurven zu entwickeln.

7.2 Hyperbel als Kegelschnitt

Dauer: 20 min

Ziel: Kennen des geometrischen Beweises dafiir, dass durch den Schnitt einer geeigneten
Ebene mit einem Doppelkegel eine Hyperbel entsteht.

Material:  Arbeitsblatt 1, OH-Folie 1: Tangentenabschnitte, OH-Folie 2: Hyperbel als Kegelschnitt.

Leitfrage
Wie ist eine Hyperbel definiert?
- Fiir alle Hyperbelpunkte gilt: Die Differenz der Abstinde zu den Brennpunkten ist konstant.

Vorgehen: L. vervollstindigt die Skizzen auf den OH-Folien und schreibt den Text an die Tafel.
SuS schreiben auf dem Arbeitsblatt mit.

OH-Folie/Tafel: Arbeitsblatt 1

gy B Satz: Sind g, h Tangenten an einen Kreis, die
sich in einem Punkt P schneiden, so sind die

Tangentenabschnitte gleich lang:

PB, = PDBy

(B1, By sind die Beriihrpunkte der Tangenten).

Beweis: In By, By liegen rechte Winkel vor.

Pythagoras = PB; =/ PM’ +12 = PB,.

L]
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OH-Folie/Tafel: Arbeitsblatt 1

Satz: Wenn zwei Geraden durch P die Kugel
k in den Punkten B; bzw. B, beriihren, folgt

PB, = PDB,.

-
D

P Beweis: Pythagoras wie vorher.

Anmerkung

Auf den Nachweis, dass in B; bzw. B, ein rechter Winkel vorliegt, wurde verzichtet.

Beweis: Die drei Punkte M, By, P liegen in einer Ebene E. Schnitt von E mit der Kugel ist
ein Kreis um M, der von g in By beriihrt wird. Also steht g orthogonal auf die Strecke M B;.

OH-Folie/Tafel: Arbeitsblatt 1

A Die Ebene E bildet mit dem Doppelkegel die blaue Schnitt-
( kurve.
\ Man legt in den Kegel von oben eine Kugel k; geeigneter Gro-
" sl Re, so dass sie sowohl den Kegelmantel von innen als auch die
Ebene FE beriihrt. Genauso eine andere Kugel k3 von unten.
Diese Kugeln heiBen Dandelinsche Kugeln. Die Beriihrpunkte
der Ebene E und der Kugeln werden mit F; und F, bezeich-
net. Die Beriihrkreise der Kugeln mit dem Kegelmantel sind
gestrichelt dargestellt.
‘ Fiir einen beliebigen Punkt P auf der Schnittkurve zeichne die
/A Gerade ¢ durch P und durch die Spitze S des Doppelkegels.
g liegt auf dem Kegelmantel und beriihrt £y in By und ks in
BQ.
Die durch P und F7 liegt in der Ebene E und beriihrt
die Kugel k1 im Punkt F7.
= ¢,/ gehen durch P und beriihren die Kugel k;

Letzter Satz = = PB,.
Die Gerade f durch P und F liegt in der Ebene E und beriihrt

die Kugel ko im Punkt F5.
Letzter Satz = PFy, = PBs.
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OH-Folie/Tafel: Arbeitsblatt 1

By P, B,, S, By liegen auf einer Geraden

= —PFQZPBl—PBQZBlBQZSBl+SBQ.

Letzter Satz = SB, ist immer gleich groR, egal wo B liegt.
Genauso ist S5, unabhingig von Bs.

= SB; + SB, ist immer gleich groB, egal wo P liegt

= — PF, = konstant.

= Schnittkurve ist eine Hyperbel.
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8 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 1: Abstiande

8.1 Tafelanschriebe

1. Abstande

Definition: Gegeben seien eine Gerade g und ein Punkt P. Dann heift die Gerade [, die durch P
geht und senkrecht zu g ist, Lot von P auf g. Der Schnittpunkt von [ und g heillt LotfuBpunkt.

Konstruktion des Lotes [ von P auf g und des LotfuBpunktes L:

\ P

Konstruktionsbeschreibung:

1) Kreis um P (Radius beliebig, ge-
nigend grol) schneidet g in A
und in B.

2) Kreise um A und um B mit dem
selben Radius schneiden sich in

C.
3) Gerade durch C' und P ist das

4) Schnittpunkt des Lotes mit g ist
der LotfuBpunkt L.

Alternative Konstruktion des LotfuBpunktes L.

Konstruktionsbeschreibung:
1) Wahle A beliebig auf g.

2) Kreise um A und um P mit dem
selben Radius schneiden sich in
Bundin C.

3) BC und AP schneiden sich in
M (Mittelpunkt von AP).

4) Kreis um M durch P schneidet
g in A und im Lotfulpunkt L.

Satz: Sind ein Punkt P und eine Gerade g gegeben, und ist L der LotfuBpunkt von P auf g, so

gilt fiir alle Punkte Q € ¢ mit Q # L: PQ > PL.

Beweis: Pythagoras: P_Q2

—_—2
= PQ
PQ>0

= PQ

>
>

+ LQ
~~
., >0
PL
PL ]
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Definition: Der Abstand eines Punktes P von einer Geraden g ist definiert durch

d(P,g) := min {m Q € g}.

Satz: Ist L der LotfuBpunkt von P auf die Gerade g, so gilt

d(P,g) = PL.

Beweis: Letzter Satz.

8.2 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Kegelschnitte Abstidnde

Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1
Gegeben sind die Gerade g = {(x | y) : y = —1} und der Punkt F'(0 | 1) (siehe unten).

Gesucht ist die Menge aller Punkte, die von der Geraden g und dem Punkt F' denselben (beliebig
groRen) Abstand haben.

a) Zeichne die Gerade ein, die parallel zu g ist, oberhalb von ¢ liegt und den Abstand 7LE von g
hat. Konstruiere die zwei Punkte, die von g und von F' den Abstand 7LE haben.

b) Konstruiere mindestens 10 Punkte, die auf den waagrechten Koordinatengitterlinien liegen und
die jeweils von g und von F' denselben Abstand haben. Verbinde die Punkte zu einer Kurve.

Y
12 1

11

1eF

Aufgabe 2

Die Menge aller Punkte P, fiir deren Abstand d(P, g) von g und den Abstand PF von F gilt:
a) PF =d(P,g), bildet eine
b) PF =0,8-d(P,g), bildet eine

c) PF=1,2-d(P,g), bildet eine
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Arbeitsblatt 2

Aufgabe 3
Konstruktion des Lotes [ von P auf g und des LotfuRpunktes L
Konstruktionsbeschreibung:
g
oP
Aufgabe 4
Alternative Konstruktion des LotfuBpunktes L:
Konstruktionsbeschreibung:
g
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Arbeitsblatt 3

Aufgabe 5

Zeichne in jeder Teilaufgabe den angegebenen Punkt P und die Gerade g ein. Bestimme den Abstand
d(P, g) explizit durch Berechnung aus den angegebenen Koordinaten oder gib ihn als Formelausdruck
mit a, b an.

a) P(1[3),g={(z]y):y=-2},

b) P(a | b) mit beliebigem a,b € R, g = {(z | y) : y = —2} (obiges Koordinatensystem
verwenden),

c) P(a|b) mit beliebigem a,b € R, g = {(z | y) : x = 1},
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d) P(1|3), g={(z|y):y=—x},
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Arbeitsblatt 4

Aufgabe 6

Gegeben sind die im ersten Schaubild eingezeichneten Geraden g, h.
a) Konstruiere die Lage aller Punkte P, die zur Geraden g den Abstand 2cm haben (blau).
b) Konstruiere alle Punkte (), die sowohl zu ¢ als auch zu h den Abstand 2cm haben (rot).
c) Konstruiere die Lage aller Punkte R, fiir die d(R,g) = d(R, h) gilt (griin).

d) Nun ist zusitzlich eine Gerade f gegeben (zweites Schaubild). Konstruiere alle Punkte S, fiir
die d(S, ) = d(S, h) = d(S, f) gilt.

Hinweis: Parallelen diirfen mit dem Geodreieck konstruiert werden.

Schaubild 1: 3

Schaubild 2:

bitte wenden
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Aufgabe 7

Ein Reiter will von A nach B reiten und unterwegs sein Pferd am Bach im Punkt C' trinken lassen.
Konstruiere mit Zirkel und Lineal den kiirzesten Weg, den der Reiter nehmen kann.

Hinweis: Das Lot von B auf den Bach und der Punkt B’ auf dem Lot, der durch Spiegelung des
Punktes B am Bach entsteht, konnen hilfreich sein.

ach
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Zusatzblatt

Aufgabe 8

a) Zeichne die Punkte A(—4 | 1) und B(6 | 1) in das Koordinatensystem ein. Zeichne die zwei
Geraden g mit der folgenden Eigenschaft: d(A, g) = 2LE und d(B, g) = 2LE und A, B liegen
auf der selben Seite von g. Zeichne die LotfuBpunkte der Lote von A bzw. B auf deine Geraden.
Die Geraden und Lote diirfen direkt ohne Konstruktion eingezeichnet werden.

N W e

b) Zeichne die drei Punkte A(—3 | —3), B(6 | 1) und C(6 | 7) in das Koordinatensystem ein.
Zeichne die drei Geraden, die von allen drei Punkten denselben Abstand haben. Verwende zur
Darstellung verschiedener Geraden verschiedene Farben.

Hinweis: Wie kdnnen die drei Punkte im Verhaltnis zur gesuchten Geraden liegen?

H N W R 1Oy N O
U I NN [ S A S
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Schriftliche Aufgaben

Name:

Aufgabe 9

Gegeben sind die parallelen Geraden f und g und die sie schneidende Gerade h,
a) Konstruiere die Menge aller Punkte P, fiir die d(P, f) = d(P, g) gilt (griin markieren),
b) Konstruiere die Menge aller Punkte P, fiir die d(P, f) = d(P, g) = d(P, h) gilt (blau).

Hinweis: In dieser Aufgabe diirfen Streckenlangen mit dem Geodreieck gemessen und parallele Ge-
raden mit dem Geodreieck konstruiert werden.

Aufgabe 10

Gegeben sind die Punkte A, B und die Gerade g. Konstruiere mit Zirkel und Lineal das Dreieck
ABC mit C € g, so dass der Umfang des Dreiecks mdglichst klein ist.

L 5]
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Aufgabe 11

Gib bei den folgenden Aussagen an, ob sie wahr oder falsch sind.

Aussage w/f
Sind eine Gerade g und ein Punkt P gegeben, so besitzt P mehrere Lotfulk-
punkte auf g

Der Abstand eines Punktes P zu einer Geraden g ist gleich zum Abstand von
P zu seinem LotfuBpunkt auf ¢

Liegt ein Punkt P auf einer Geraden g, so gilt d(P,g) =0

Zu einem gegebenen Punkt P gibt es genau zwei Geraden, so dass P von
jeder der beiden den Abstand 2LE besitzt

Alle Punkte, die zu zwei verschiedenen gegebenen Punkten den selben Ab-
stand haben, liegen auf einer Geraden

Sind zwei verschiedene Punkte A, B gegeben, so gibt es genau zwei Punkte,
die von A und B den selben Abstand haben

Aufgabe 12
Gegeben sind die Gerade g = {(z | y) : y = x — 1} und die Punkte P(5 | —4) und Q(—1 | 5).

a) Zeichne die Gerade, die Punkte P, @) und die Lote der Punkte auf g ins Koordinatensystem
ein (Konstruktion mit Geodreieck).

b) Welche Steigung besitzt g7 Welche Steigung haben die Lote?
c) Gib die Koordinaten der Lotfulpunkte an.
d) Berechne die Abstinder der Punkte P und @ von g.

e) Zusatzaufgabe: Nun ist ein Punkt R(a |b) mit beliebig gewahlten a,b € R gegeben. Be-
rechne den LotfuBpunkt und den Abstand von R zu g in Abhangigkeit von a und b.

5yA Steigung von g: my =

4 A Steigung der Lote: | m; =

31 LotfuBpunkt zu P: Lp< )

2 B

1 LotfuBpunkt zu @Q: LQ( )
t t t t t t t t i ; d(P7 g) f—
4 3 2 -1 1 2 3 4 5 67

] A(Q.9) =

2 -

La( )
-3 -
] d(R,g) =
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9 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 2: Parabel

9.1 Tafelanschriebe

2. Parabeln

Definition: Eine Parabel P ist gegeben durch eine Gerade [ und einen Punkt F, der nicht auf [
liegt. Die Parabel ist die Menge aller Punkte, deren Abstand zu F' gleich dem Abstand zu [ ist.
Die Gerade [ heilt Leitlinie, der Punkt F' heift Brennpunkt der Parabel (engl. Focus).

P={Q:QF =d(Q,])}

R

Graphik: Kapitel2_DefinitionParabel.ggb

Der Punkt S auf der Parabel, der das Lot von F' auf [ halbiert, heit Scheitelpunkt. Der Abstand
von F' zu [ wird mit p bezeichnet.

An der Konstruktion erkennt man: Die Parabel ist symmetrisch zur Geraden durch F', die senkrecht
auf [ steht.

Analytische Beschreibung: Eine Parabel ist durch [ und F' gegeben. Wahle ein dazu passendes
Koordinatensystem:

1) z-Achse: Parallele zu [ durch S,

2) y-Achse: Orthogonale zu [ durch F.

In diesem Koordinatensystem:

S(O’ O)v F(Ov g)v l = {(ZE,y) ‘Y= _g}
und fiir Q(z,y):

Graphik: Kapitel2_analytischeBeschreibung.ggb
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Also:
. D 2 y D
Q(z | y) liegt auf der Parabel < y=3 +x _y+§
p>2 2 _ < p>2
4 - = = il
(y 5 +x y+2
2 2
o Pt (B 4 e ()
& 2t =2y
= L2
= —zx°.
Y %
Satz: Sei p # 0 gegeben. Dann ist
P = {(ry) iy =% )
= €T : = —2x
YY)ty %

eine Parabel mit Leitgerade [ = {(x,y) : y = —5} und Brennpunkt F(0,%). Jede Parabel mit
d(F,l) = p besitzt in einem geeignet gewdhlten Koordinatensystem diese Darstellung.
Im Fall p < 0 beschreibt (x) eine nach unten gedffnete Parabel.
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Satz: Jede Parabel, deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse ist, besitzt eine Darstellung der

Form y = ax? + by + ¢ mit geeigneten Zahlen a,b,c € R, a # 0.

Umgekehrt: Durch die Gleichung y = az? + by + ¢ mit Konstanten a,b,c € R, a # 0 wird eine
b

Parabel beschrieben, die symmetrisch zur Geraden = = — 5o ist.

Beweis: Liegt eine nach oben gedffnete Parabel vor, so entsteht sie aus der Parabel mit der
Gleichungf y = %pxz durch Verschiebung um A nach rechts und B nach oben. Die Gleichungs-
darstellung wird dadurch zu

1 1 1 1
y = —(r—A?+B = — 2*~ ~Ax+—A*+B
2p 2p P 2
— 7.() —
Liegt eine nach unten gedffnete Parabel vor, so emntsteht sie aus der Parabel iy = —%33:2 durch

Verschiebung, Rest genauso.
Betrachte die Gleichung y = az? + bz + ¢ mit a # 0 gegeben. Quadratisch erginzen:

Yy = a(ﬁz—l—éx—i—(i)z)—a(iy—i—c = a(x—i—i)z—bi—i-c
a 2a 2a 2a 4a

Dies beschreibt eine Parabel mit a = 5, = p= 5, F(—2|L- %—Fc), liy=—4— %—I—c.
= Diese Parabel ist symmetrisch zur Geraden z = — £ ]

Symmetrie: Ist eine Parabel durch y = 2ip 2% gegeben, so ist sie symmetrisch zur y-Achse. In der

Formel sieht man das daran, dass 2ip (—2)% = ipx2, d.h. ersetzt man = durch —z, so bleibt der

2
y-Wert gleich.
Die Parabel P sei durch y = az? + bx + ¢ mit a # 0 gegeben. Quadratisch erginzen:

y = a(x2+éx+<£>2>—a(ﬁ>2+c = a<x+£)2—ﬁ+c
a 2a 2a 2a 4a

Dies beschreibt eine Parabel mit a = ﬁ = p= % F(—L L—%%—c), l:y= S

= Diese Parabel ist symmetrisch zur Geraden x = —--.

9.2 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Kegelschnitte Parabel
Arbeitsblatt 1
Aufgabe 1
Gegeben ist die Gerade g mit der Gleichung y = 2z (vgl. Graphik).
a) Zeichne mit dem Geodreieck die zu Yy
g senkrechte Gerade h, die durch 6 +
den Punkt (0 | 0) verl3uft.
b) Zeichne das Dreieck ABC mit 57
A(0]0), B(2|0),C(2]4). !
c) Drehe das Dreieck ABC' um A mit
Winkel 90° im Uhrzeigersinn. Dann 3T
liegt eine Seite des gedrehten Drei-
ecks auf h. 2+
d) Berechne die Steigung und die Ge- 11
radengleichung von h.
e) Berechne den Abstand des Punktes % % % % % % .
P(—4]2) zu g. —4 -3 -2 -1 12 4
14
f) Zeichne den Punkt Q(—2 | 5) in
das Koordinatensystem ein. 9l
g) Berechne die Gleichung des Lo-
tes von @ auf g, die Koordinaten =37
des LotfuBpunktes L und den Ab-
stand d(Q, g). 47
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Arbeitsblatt 2

Aufgabe 2

Gegeben ist die Parabel P mit Brennpunkt F'(1 | 1) und der Leitgeraden [ = {(x | y) : y = —3}.
Zeichne den Brennpunkt, die Y

Leitgerade und den Scheitel- 6 1

punkt ins Koordinatensystem
ein. Konstruiere mindestens
sechs weitere Punkte der Pa- 4
rabel und zeichne dann die
Parabel. Du kannst als Paralle-
len zur Leitgeraden einfach die 2
Gitterlinien beniitzen.
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Arbeitsblatt 3

Aufgabe 3
Gegeben ist die Parabel P = {(z | y) : y = 2°}.

a) Gib die Koordinaten des Brennpunkts F' und die Gleichung der Leitgeraden [ an. Zeichne
beides in das untenstehende Koordinatensystem ein. Skizziere grob die Parabel. Beachte: Die
Punkte Q(1 | 1) und R(—1] 1) liegen auf der Parabel.

Diese Parabel soll nun im Koordinatensystem verschoben werden. Gib jeweils die Koordinaten des
Brennpunkts und die Gleichung der Leitgeraden fiir die verschobene Parabel an und auch die Glei-
chung, die die verschobene Parabel beschreibt. Kontrolliere, ob die entsprechend verschobenen Punk-
te @, R die gefundene Parabelgleichung erfiillen.

b) Die Parabel P wird um 5LE nach rechts (d.h. in Richtung der positiven z-Achse) verschoben.

c) Die Parabel P wird um 2LE nach unten (d.h. in Richtung der negativen y-Achse) verschoben.

d) Die Parabel P wird um 5LE nach rechts und um 2LE nach unten verschoben.

e) Die Parabel P wird um aLE nach rechts und um bLE nach oben verschoben (a,b € R beliebig).
)

Bitte wenden
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Aufgabe 4

a)

b)

d)

Die Parabel P; ist durch die Gleichung y = % (x+2)%+ 1 gegeben. Bestimme die Koordinaten
des Brennpunkts F; und die Gleichung der Leitgeraden [;.

Hinweis: Betrachte zunichst die Parabel P,, die durch die Gleichung y = %:c2 beschrieben
wird. Bestimme die Koordinaten des Brennpunkts F; und die Gleichung der Leitgeraden [5.
Uberlege dann, wie P, verschoben werden muss, damit sie mit P; zur Deckung kommt.

Die Parabel P ist durch die Gleichung y = 2 + 62 + 10 gegeben. Bestimme die Koordinaten
ihres Brennpunkts F3 und die Gleichung ihrer Leitgeraden [3.

Gegeben sind drei Punkte Q1(0 | 1), Q2(1 | —=5), Q3(—1 | 3). Bestimme die Gleichung der
Parabel Py, die durch diese drei Punkte verlduft. Gib die Koordinaten des Brennpunkts F; und
die Gleichung der Leitgeraden I, an.

Hinweis: Die Parabel wird durch eine Gleichung der Form y = ax? + bx + ¢ beschrieben.
Bestimme zunichst a, b, c.

Zusatzaufgabe: Fiir beliebige, aber festgehaltene a,b,c € R mit a > 0 ist die Parabel P;
durch die Gleichung y = ax? + bx + ¢ gegeben. Bestimme die Koordinaten des Brennpunkts
Fs und die Gleichung der Leitgeraden [;.
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Arbeitsblatt 4

Aufgabe 5

Die Parabel P ist durch den Brennpunkt F'(1 | 1) und die Leitgerade | = {(z | y) : * = —4}
gegeben.

a) Zeichne F' und die Leitgerade ins Koordinatensystem ein.

b) Gib die Koordinaten des Scheitels S an und zeichne S ein.

c) Zeichne die Punkte R(1 | 6) und R'(1 | —4) ein. Warum liegen sie auf der Parabel?
d) Zeichne die Symmetrieachse g der Parabel ein und gib die Gleichung von ¢ an.

e) Skizziere die Parabel.

f) Zeichne ) der Parabel, der nicht der Scheitel ist, ins Koordinatensystem ein. Nimm an, die
Koordinaten des Punktes @) seien (= | y). Leite eine Gleichung fiir z,y her, die genau dann
erfillt ist, wenn Q auf der Parabel liegt. Lose diese Gleiuchung nach z auf.

g) Warum kann diese Parabel nicht durch eine Gleichung der Form y = f() beschrieben werden?
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Schriftliche Aufgaben

Name:

Aufgabe 6

Welche der folgenden Aussagen ist wahr? Kreuze an.

Eine Parabel kann man in ein Koordinatensystem einzeichnen, wenn man die
Gleichung der Leitgeraden g und die Koordinaten des Brennpunktes F' kennt.

Zu jeder Parabel kann ein Koordlnatensystem so gewahlt werden, dass die
Parabel mit dem Graphen y = ipx ibereinstimmt.

Verschiebt man eine Parabel der Form y = —x um 2 in z-Richtung und um
3 in y-Richtung, so sind die Koordinaten des neuen Scheitelpunktes (31]2).

Ist eine Parabel durch die Gleichung y = (x — 2)% + 5 gegeben, so kann
kann man den Scheitel der Parabel angeben ohne zu rechnen.

Jede Parabel ist punktsymmetrisch.

Jede Parabel ist Graph einer Funktion.

Ist eine Parabel durch die Gleichung vy = az? + bx + ¢ mit a # 0 gegeben,

so ist sie symmetrisch zu der Geraden mit der Gleichung = = —%

Aufgabe 7

Eine Briicke soll durch einen Parabelbogen gestiitzt werden (siehe Photo). Die Spannweite am
waagrechten Boden soll 40m betragen und die Scheitelhohe 60m. Die Symmetrieachse des Bogens
soll senkrecht auf den waagrechten Boden stehen.

a) Beniitze ein Koordinatensystem, dessen x-
Achse parallel zum Boden durch den Parabel-
scheitel verlauft, und dessen y-Achse senkrecht
dazu durch den Scheitel verlduft. Wie lautet
die Parabelgleichung in diesem Koordinatensys-
tem? (1LE= 1m)

Antwort:

b) Welche Gleichung hat die Parabel in dem Ko-
ordinatensystem, dessen x-Achse durch die bei-
den FuBpunkte und dessen y-Achse senkrecht
dazu durch den Scheitel verlauft?

Antwort:

bitte wenden
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Aufgabe 8

Die Parabel P ist durch die Gleichung y = ¢(z —2)? 4 1 gegeben. Bestimme die Koordinaten ihres
Brennpunkts F' und die Gleichung ihrer Leitgeraden [.

Hinweis: Betrachte zunichst die Parabel P’, die durch die Gleichung y = %xz beschrieben wird.
Bestimme die Koordinaten des Brennpunkts F” und die Gleichung der Leitgeraden I’. Uberlege
dann, wie P’ verschoben werden muss, um P zu erhalten.

Koordinaten von F": ( ) Gleichung der Leitgeraden I
Koordinaten von F" ( > Gleichung der Leitgeraden [:
Aufgabe 9

Gegeben ist die Parabel P mit dem Brennpunkt F'(2 | —2) und der Leitgeraden ! = {(z | y) : y = x}.

Yy
a) Zeichne den Brennpunkt F', die 2 1
Leitgerade [ und den Schei- 1

b)

telpunkt S ins Koordinatensys-
tem ein. Konstruiere mindestens x x x x x x x x x x —,
sechs weitere Punkte der Parabel 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

und zeichne dann die Parabel. -11
Hinweis: Du kannst Parallelen -2 1
zur Leitgeraden mit Hilfe des 3.
Geodreiecks zeichnen.

4

Zeichne die Symmetrieachse von
P in das Koordinatensystem ein. -5
Gib die Gleichung der Symme-

trieachse an:

Zusatzaufgabe: Zeichne einen weiteren Punkt () der Parabel ein, der nicht der Scheitel der
Parabel P ist. Nimm an, die Koordinaten des Punktes () seien (x | y). Leite eine Gleichung
fir x,y her, die genau dann erfiillt ist, wenn () auf der Parabel liegt.

Hinweis: Der Abstand des Punktes Q(x | y) von [ ist gegeben durch d(Q,1) = %|$ +y|. Die

Gleichung, die man fiir die Parabel erhilt, kann weder nach x noch nach y eindeutig aufgelost
werden.

Rechnung zu Teil ¢):
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Zusatzblatt
Zur eigenen Bearbeitung

Zusatzaufgabe 1

a) Bestimme die Koordinaten des Scheitels S der Parabel, die durch die Gleichung y = (1 — z)
beschrieben wird. Was ist der maximale Funktionswert, den die Funktion f mit f(z) = z(1—x)
fir x € R annimmt?

b) Folgere aus a), welches das Maximum der Funktion g mit g(x) = 22(1 — 2?) fiir € R und
welches das Maximum der Funktion A mit h(x) = zv/1 — 22 fiir x € [0,1] ist. Fiir welchen
x-Wert werden die Maxima angenommen?

c) Ein Ball wird vom Punkt (0 | 0) aus in Richtung des Vektors c(zfjg) geworfen. ¢ gibt den
Betrag der Geschwindigkeit und ¢ den Winkel zwischen Wurfrichtung und z-Achse an. Der
Ball fliegt langs einer parabelférmigen Bahn mit der Gleichung

Berechne die z-Koordinate des Punktes, an dem der Ball auf den Boden (y = 0) auftrifft. Fiir
welchen Wert von cos ¢ fliegt der Ball am weitesten (bei konstantem ¢)?

Hinweis: Verwende sin ¢ = /1 — cos? ¢ und das Ergebnis aus Teil b).

Plots von Wurfparabeln mit der selben Anfangsgeschwindigkeit und verschiedenen Wurfrichtungen:

Y

2 1

10 2

Anmerkung: Die hier beniitzten Formeln gelten nur im Vakuum. In der Realitdt wird der Ball durch
den Luftwiderstand abgebremst. Dann ist die Flugkurve keine Parabel, und der optimale Wurfwinkel
ist kleiner als 45°. Die Bahnkurve mit Luftreibung kann unter gewissen vereinfachenden Annahmen
analytisch berechnet werden. Siehe z.B. https://matheplanet.de/default3.html?article=735.

Hinweis zur Lésungskontrolle: x,., =
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10 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 3: Parabel und Tan-
gente

10.1 Tafelanschriebe

Fiir den Online-Video-Kurs steht kein OH-Projektor zur Verfiigung. Deshalb wurde mehr an der
Tafel angeschrieben.

3. Parabel und Tangente

Nach der BegriiRung und der Uberschrift wird AB 1 bearbeitet und besprochen.

Hier wird AB 2 ausgeteilt. Auf AB 2 werden unten stehende Vorschldge fiir Geraden
eingezeichnet

p:y=12> 9- 91

g2

Q(zo | z5)

-4-3-2-11/123495
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Geradengleichungen: g : y = max + b bedeutet g = {(x,y) : y = mx + b}. m heilt Steigung der
Geraden.

Punktsteigungsform: ¢ : y = m(z — o) + yo geht durch den Punkt (x¢, y) und hat die Steigung
m.

Gerade g : y = m(x — x¢) + x§ geht durch Q(zo | 23).

Schnitt mit p:

Gleichsetzen: y =2? A y=m(x — xq) + 2}

= 22 = m(x — o) + 22 | — 22 — m(x — zg)

& 22— a2 —m(z—1x9) = 0 | Ausklammern
——

=(xz—z0)(z+x0)
& (r—x))(r+x0—m) = 0
S =29 V xT=m— I

Beide Schnittpunkte sollen gleich sein: xg = m — xqg < 2z = m.

Gesuchte Gerade: g : y = 2z¢(x — x¢) + 22 = 2z07 — 2.

Satz: Sei die Parabel p : y = z? und der Punkt Q(zo,z?) auf der Parabel gegeben. Dann gibt
es genau eine Gerade g durch @, die nicht parallel zur y-Achse ist und mit p nur den Punkt Q
gemeinsam hat, namlich g : y = 2zox — 22.

Beweis: Letzte Rechnung

Definition: Diese Gerade heilit Tangente an p in . Die Steigung 2y der Tangente heifit Ableitung
der Parabelfunktion f(z) = z? in x(, geschrieben f’(zq) = 2.

Hier wird AB 3 bearbeitet und besprochen.

Hier wird AB 4 ausgeteilt, der Satz mit Beweis wird auf dem AB notiert.
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Satz: Sei eine Parabel p mit Leitgerade [ und Brennpunkt F' gegeben. Fiir einen Punkt @ auf p
sei g die Winkelhalbierende der Strecken QL und QF (L bezeichnet den Lotfulpunkt von @ auf
[). Dann ist g die Tangente an p in Q.

Beweis:

/ d(R,1) L

Graphik: Kapitel3_Arbeitsblatt4_2.ggb

1) Die Winkelhalbierende g ist gleichzeitig die Mittelsenkrechte der Strecke F'L, denn:
Die Dreiecke MQF und LQM sind nach sws kongruent
bei M gilt 26 = 180°, also 8 = 90°
MF =ML

2) g und p haben nur den einen Punkt () gemeinsam, denn:

Sei R # @ ein beliebiger Punkt auf g.

g ist Mittelsenkrechte = RF = RL.

QQ # R = L ist nicht LotfuBpunkt von R
= d(R,l) # RL

= d(R,l) # FR

= R liegt nicht auf p ]

Hier wird AB 5 bearbeitet und besprochen.

Physik: Ein Lichstrahl wird an einem Spiegel so reflektiert, dass Einfallswinkel = Ausfallswinkel
gilt. Bei gekriimmten Spiegeln verwendet man die Tangente zur Bestimmung der Reflexionsrich-
tung.

T { ’

Q

Graphik: Kapitel3_Parabelspiegel.ggb

Hier wird AB 6 ausgeteilt, der Satz Parabelspiegel wird auf dem AB notiert.
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Parabelspiegel: Sei ein Spiegel in einer Richtung parabelférmig gekrimmt. Ein Lichstrahl, der
vom Brennpunkt F' ausgeht und die Parabel trifft, verlauft nach der Reflexion senkrecht zur
Leitgeraden.

Beweis: Seien () der Punkt, in dem der Lichtstrahl auf
p trifft, L der LotfuBpunkt von @, ¢ die Tan-
B QA gente an p in (Q und o der Winkel zwischen
« FQ und g.
g ist Winkelhalbierende = L@ schlielt mit
M g den Winkel « ein.
Die Verlangerung der Strecke LQ ist senk-

7777777 ~N [ N recht auf [ und schlieBt mit g den Winkel «
f F ein (Scheitelwinkel).

= Der reflektierte Lichtstrahl verlduft langs
4 dieser Verlangerung, also senkrecht zu I.
Graphik: Kapitel3_Arbeitsblatt4_4.ggb

10.2 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Parabel und Tangente OH-Folie zu Arbeitsblatt 2




Parabel und Tangente OH-Folie A zu Arbeitsblatt 4

Satz:




Parabel und Tangente OH-Folie B zu Arbeitsblatt 4

Parabelspiegel:




Parabel und Tangente OH-Folie zu Arbeitsblatt 5




Kegelschnitte Parabel und Tangente

Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1

Eine Parabel ist definiert durch eine Leitgerade [ und einen Punkt F', der nicht auf [ liegt. Die
Parabel p ist die Menge aller Punkte @, fiir die gilt: d(Q,1) = QF. Das bedeutet, dass der Punkt
von der Leitgeraden und vom Brennpukt F' denselben Abstand hat. Der Punkt S, der das Lot von
F auf [ halbiert, liegt auf p und heiBt Scheitelpunkt.

Nun sollen weitere Punkte der Parabel konstruiert werden. Dazu wird folgendes Verfahren beniitzt:

1. Wahle einen beliebigen Punkt A auf der Leitgeraden.
2. Zeichne die Gerade g senkrecht zu [ durch A.

3. Konstruiere die Mittelsenkrechte m von A und F.

4. Der Schnittpunkt @ von m und g liegt auf der Parabel.

a) Fihre die angegebene Konstruktion fiir die angegebenen Punkte Ay, ..., A4 durch.
Hinweis: Du kannst die Mittelsenkrechten mit dem Geodreieck zeichnen, Konstruktion mit
Zirkel und Lineal ist nicht verlangt.

b) Es ist bekannt, dass p achsensymmetrisch zum Lot von F' auf [ ist. Spiegle Deine Punkte am
Lot und skizziere p.

Hinweis: Es genligt, die Spiegelpunkte mit dem Geodreieck zu konstruieren.

c) Zusatzaufgabe: Begriinde, warum die Konstruktion Punkte auf der Parabel p ergibt.
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Arbeitsblatt 2

Gegeben ist die Parabel p mit der

Y
10 - Gleichung y = 2% und ein Punkt
piy=a 9 Q(xo | 22) auf der Parabel.
Gibt es Geraden durch @, die kei-
87 nen weiteren Schnittpunkt mit p
7 haben?
6 -
5 -
41 2
A Qo | 3)
g
2 -
1 -
-4-3-2-11123435
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Arbeitsblatt 3

Aufgabe 2

a) Gegeben ist die Parabel p mit der Gleichung y = 222 und der Punkt Q(zo | 223) auf p.

a;) Wie muss die Steigung der Geraden g : y = m(x — o) + 222 gewihlt werden, damit ¢

und p nur den Punkt (Q gemeinsam haben?
ay) Gib die Gleichung der Tangente g an p im Punkt Q(z¢ | 222) an.
a3) Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an p in Q1(2 | 8) und in Qa2(—3 | 5)?
a4) Zeichne die Punkte @1, Q2 und die ermittelten Tangenten an p in die Graphik ein.

b) Zusatzaufgabe: Sei a > 0 fest, p die Parabel mit der Gleichung y = az?® und Q(z¢ | ax?)
ein Punkt auf der Parabel. Zeige, dass es genau eine Gerade g durch () gibt, die nicht parallel
zur y-Achse ist und mit p nur den Punkt () gemeinsam hat. Gib die Geradengleichung an.

Losung zu a):
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Arbeitsblatt 4

Satz:
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Arbeitsblatt 5

Aufgabe 3

Gegeben sind die Parabel p durch den Brennpunkt F' und die Leitgerade | und eine Gerade h (siehe
unten stehende Graphik).

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal den Punkt @ auf p, der den eingezeichneten Punkt L als
Lotfulpunkt besitzt.
Hinweis: Die Orthogonale zu einer Geraden durch einen Punkt haben wir in Einheit 1 konstru-
iert. Die Konstruktion klappt auch, wenn der Punkt auf der Geraden liegt.

b) Die Tangente an p in @ hast Du bereits konstruiert. Warum? Zeichne die Tangente ein.

c) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente an p, die parallel zu der eingezeichneten Geraden
h ist, und ihren Beriihrpunkt R an p.
Hinweis: Konstruiere zunadchst den Lotfulpunkt von R auf [.

o'y

~e

Bitte wenden
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Zusatzaufgabe 1

Gegeben ist eine Parabel p durch den Brennpunkt F' und die Leitgerade [, sieche unten. Konstruiere
die zwei Parabelpunkte, deren Tangenten an p durch den eingezeichneten Punkt P verlaufen sowie
die Tangenten.

Hinweis: Ist () ein Punkt auf p und Ly der LotfuBpunkt von @) auf [, so liegt der Mittelpunkt A,
der Strecke F'L¢, auf der Geraden durch den Scheitel S der Parabel, die parallel zu [ ist. M liegt
aulerdem auf der Tangente an die Parabel in (. Konstruiere zunichst S und die Parellele zu [ durch
S. Verwende den Satz des Thales, um Mg, zu konstruieren.

oy

Te
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Arbeitsblatt 6

Parabelspiegel:
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Schriftliches Arbeitsblatt

Aufgabe 4
Gegeben ist die Parabel p mit der Gleichung y
Yy = :L‘2. 9+
a) Gib die Koordinaten des Brennpunktes gL
und die Gleichung der Leitgeraden an.
Zeichne beides in der Graphik ein. -l
F( | )1 1
b) Gib die Gleichung der Tangente im Punkt 54
Q(—1,5 | 2,25) an und zeichne Punkt
und Tangente in der Graphik ein. 44
Tangente g - 31
c) Bestimme rechnerisch den Punkt R auf 27
der Parabel, dessen Tangente die Stei-
gung m = 5 besitzt. Gib die Gleichung L+
der Tangente an und zeichne Punkt und
Tangente in der Graphik ein. j j j j j i
-3 -2 =1 1 2 3
RO | )ogn: 0
Aufgabe 5
Wahr oder falsch?
w/f

Durch jeden Punkt der Parabel gibt es genau eine Gerade, die nur einen gemein-
samen Punkt mit der Parabel besitzt.

Die Tangente im Scheitelpunkt einer Parabel ist parallel zur Leitgeraden.

In jedem Punkt einer Parabel gibt es genau eine Tangente.

Es gibt auf jeder Parabel Punkte, in denen es keine Tangente an die Parabel gibt.

Sei eine Parabel gegeben, deren Leitgerade parallel zur z-Achse ist. Dann gibt es
zu jeder Steigung m eine Tangente, die diese vorgegebene Steigung besitzt.

Sei eine Parabel gegeben, deren Leitgerade parallel zur y-Achse ist. Dann gibt es
zu jeder Steigung m eine Tangente, die diese vorgegebene Steigung besitzt.

Weiter auf Seite 2
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Aufgabe 6
Gegeben ist folgende Parabel p:

a) Ermittle die Leitgerade I und zeichne sie ein.

b) Konstruiere die Tangente an p im Punkt @) mit Zirkel und Lineal.

Ein vom Brennpunkt F' ausgehender Lichtstrahl trifft im Punkt @) auf die Parabel und wird dort
reflektiert.

c) Zeichne den Verlauf des Lichtstrahls rot in die Zeichnung ein.

Nun sollen Lichstrahlen betrachtet werden, die von F' ausgehen und durch den Punkt P(—4 | 4)
gehen.

d) Bestimme alle moglichen Reflexionspunkte zeichnerisch. Zeichne den Verlauf der Lichtstrahlen
grin ein.

Weiter auf Seite 3
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Aufgabe 7

Gegeben sind die beiden Parabeln p; : y = 2% und p, : y = 6 — ;2 mit den Brennpunkten
Fi(0]2) und F5(0 | 5) bzw. den Leitgeraden [; : y = —2 und Iy : y = 7. AuRerdem ist der Punkt

Q(1] %) gegeben.

/

L

\ V)

a) Ein von F} ausgehender Lichtstrahl trifft im Punkt @ auf p; und wird dort reflektiert, trifft
dann auf py und wird wieder reflektiert. Zeichne mit roter Farbe den Verlauf des Lichtstrahls

ein, bis er F, erreicht.

b) Wahle einen weiteren Reflexionspunkt R auf der Parabel p; und zeichne mit griiner Farbe den
Verlauf des Lichtstrahls ein, bis der Strahl F5 erreicht.

c) Miss fiir beide eingezeichneten Lichtstrahlen die Linge des Weges, den der Lichtstrahl von F}
bis Fy zuriickgelegt hat und vergleiche die beiden Werte.

Gemessene Lange des Lichtstrahls durch Q:

Gemessene Lange des Lichtstrahls durch R:

Beobachtung:

d) Zusatzaufgabe: Beweise die folgende Aussage:
.Die zuriickgelegte Strecke der Lichtstrahlen, die von F; ausgehen, zwei Mal reflektiert werden
und in F5 ankommen, ist gleich dem Abstand der beiden Leitgeraden.”
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11 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 4: Ellipsen

11.1 Tafelanschriebe

Einstieg: Sinuskurve zusammengerollt

4. Ellipsen

Definition: Eine Ellipse ist gegeben durch zwei Brennpunkte £} # F5 und eine Lange a > %FlFQ.
Die Ellipse ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt:

PF1+PF2 = 2a.

Gartnerkonstruktion: Einen Faden der Lange 2a mit den Enden in F; und F5 befestigen. Mit
einem Stift den Faden so entlang fahren, dass der Faden gespannt bleibt.

Arbeitsblatt 1: Gartnerkonstruktion

Grundlage fiir die folgende Skizze befindet sich auf Arbeitsblatt 2: Bezteichnungen
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Bezeichnungen:

F1, F5: Brennpunkte

Gerade durch F; und Fj: Hauptachse

Mittelsenkrechte zu I} und F5: Nebenachse

M': Mittelpunkt GroRe Halbachse: M A, = M A,
Ay, As: Hauptscheitel Kleine Halbachse: M B, = M B,
By, By: Nebenscheitel Lineare Exzentrizitat: M F, = M F,

Satz: Es sei eine Ellipse gegeben durch die Brennpunkte F} # F, und eine Lange a > %FlFQ.

Dann gelten: 1) Fiir die groRe Halbachse: M A, = a
2) Fiir die lineare Exzentrizitat: ¢ := MF, = L\ F)
3) 1B, = F,B, =a

4) Fiir die kleine Halbachse: b := M B; = v/a? — €2

Beweis: 1) A, liegt auf der Ellipse
= 2a=AyF; + AyFy = MAs+e+ MAy — e =2MA,
= MA2 =a

2) Klar

3) Symmetrie = FlBl = FgBl
Bl ||egt auf der E|||pse = 2a = FlBl + FQBl = 2FlBl

4) Pythagoras: a? = ¢* + b?

Arbeitsblatt 3: Ellipse im Koordinatensystem
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Kreisgleichung:
P(x liegt auf Kreis
P(x|y) (z | y) lieg
& 2?2 +y? = r? (Pythagoras)
r
4 22 2
(0 10)
. ) 2y

Ellipsengleichung: = + i 1

Hilfssatz: Seien a > b > 0, e := va? — b? und die Punkte F}(—e | 0), Fy(e | 0) gegeben. Fiir
nilissatz: geg
2 2
jeden Punkt P(z | y) mit % + ?;—2 =1 gelten:
PF, = a—l—Ex, PF, = a—Ex
a a
Beweis: 1) Koordinatengleichung nach y? auflésen:
oy y? a? 2 s U,
=)
2) P PR = (v+ef+y?
) (| y) _ I2+2€l’+€2+b2—2—2x2
—a?
1
Y — x2<1—2—2>—|—2€3§+a2
Fy z+el T BT G2 (g2 1) + 2ex + a?
@7 M —
T — ¢ =e?
2
= (§e+a>
= PF, = }fejta} = a+Ze.
Genauso: PFQ2 =(x—e?+y* = PFh=a—%e ]
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2

Satz: Seien a > b > 0 und e = V/a? — b?. Die G|e|chung — —i— :Z_Q = 1 beschreibt eine Ellipse mit
den Brennpunkten Fi(—e | 0), Fy(e | 0) und PF; + PFQ = 2a.

2 2
Beweis: 1) Sei P(z | y) mit $— + ‘Z—Q = 1. Dann folgt aus dem Hilfssatz:

PF, + PF, = a—l—Ex%—a—Ex = 2a.
a a

Also liegt P auf der Ellipse.

2) Punkte, deren Koordinaten die Gleichung nicht erfiillen, liegen nicht auf der Ellipse: Siehe
Skizze.

2

Pz ]y) mit % + (yb,;z > 1: Gesamtlange blau > 2a

mit 2—; + ?;—; = 1. Gesamtldnge rot = 2a

y") mit 2 a2 + ) < 1: Gesamtlange griin < 2a

Arbeitsblatt 4: Ellipsengleichungen

Konstruktion von Ellipsenpunkten: Seien a > b > 0, ky ein Kreis um (0 | 0) mit Radius b, ks
ein Kreis um (0 | 0) mit Radius @ und Py(zy | y1) und Py(z2 | y2) die Schnittpunkte einer
Ursprungshalbgeraden mit k; bzw. ks.

22 2
Dann liegt der Punkt P(x5 | 1) auf der Ellipse mit der Glelchung — + ‘Z—2 =1.

Y

Pythagoras: 22 + 32 = a?

b b
Strahlensatz: X = > = Y1 = — Ya.
Y2 @ a
2
R O
az b a2 b2 a® a2

= P(xq | y1) liegt auf der Ellipse.

Arbeitsblatt 5: Konstruktion von Ellipsenpunkten

11.2 Bastelanleitung, OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Eine kleine Bastelei

Was passiert, wenn man eine Sinuskurve zusammenrollt?

-----
- ~ o

~ -
-------

Anleitung:

Die Figur entlang der gestrichelten Linie ausschneiden.
Dann das Blatt zu einem Rohr zusammenrollen, an dessen
einem Ende die Sinuskurve ist.

Die linke und rechte Seite so zusammenkleben, dass die
durchgezogenen Linien genau iibereinander liegen.

P I R L I L L e I T T R

B I I e e e T T T T
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Ellipsen OH-Folie 2: Bezeichnungen bei der Ellipse

Fl,FQZ
Gerade durch F} und Fy:

Mittelsenkrechte zu F7 und F5:

M: GroRe Halbachse:
Ay, Ay Kleine Halbachse:
B, Bo: Lineare Exzentrizitat:

Satz: Es sei eine Ellipse gegeben durch die Brennpunkte F} # F5 und eine Linge
a>3FF.

Dann gelten: 1)
2)
3)
4)



Ellipsen OH-Folie zu Arbeitsblatt 3




Kegelschnitte Ellipsen

Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1

a) Fiihre die Gartnerkonstruktion mit einem Faden der Lange 14LE und den Brennpunkten Fj,
F, durch.

b) Zeichne mit demselben Faden eine weitere Ellipse mit den Brennpunkten F] und F}. Was
andert sich? Was bleibt gleich?

c) Welche Symmetrien kannst Du erkennen?

Hinweis: Lass die Nadeln von jemand anderes halten, dann kannst Du genauer zeichnen.
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Arbeitsblatt 2: Bezeichnungen bei einer Ellipse

Fl,FQZ
Gerade durch F} und Fy:

Mittelsenkrechte zu F7 und F5:

M: Grole Halbachse:
Ay, Ay Kleine Halbachse:
B, Bo: Lineare Exzentrizitat:

Satz: Es sei eine Ellipse gegeben durch die Brennpunkte F} # F5 und eine Linge
a>3FF.

Dann gelten: 1)
2)
3)
4)
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Arbeitsblatt 3

Aufgabe 2

Gegeben sind zwei Punkte F1(—6|0), F»(6 | 0) und a = 9. Dadurch wird eine Ellipse definiert.
Hinweis: Diese Aufgabe kann ohne Taschenrechner gelést werden. Du kannst fiir die Zeichnung
V55 ~ 7,4 oder v/45 ~ 6, 7 verwenden.

a) Gib e an und berechne b.

b) Gib die Koordinaten der Haupt- und Nebenscheitel an und zeichne sie unten im Koordinaten-
system ein.

c) Zeichne den Punkt P(6 | 5) ein und die Verbindungsstrecken zu den Brennpunkten. Beweise,
dass P auf der Ellipse liegt.
Hinweis: Verwende den Satz des Pythagoras, um die Lange F1 P zu berechnen.

d) Spiegle P an den Symmetrieachsen der Ellipse, um drei weitere Punkte Py, P, P5 zu erhalten,
die auf der Ellipse liegen. Gib die Koordinaten der Punkte an.

e) Skizziere die Ellipse.

IS
f

-9 -8 -7 F4 -5 -4 -3 —2 -1 1 2 3 4 5 F, 7 8 9
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Arbeitsblatt 4

Aufgabe 3
Gegeben ist eine Ellipse durch die Gleichung

2

8

= 1.

2
Y
+ 4

gl
D

a) Gib a,b an und berechne e (Hinweis: Du kannst einen der beiden Werte /32 ~ 5,7 oder
V40 = 6, 3 verwenden).

b) Zeichne die Brennpunkte und die Haupt- und Nebenscheitel der Ellipse ein. Skizziere die
Ellipse.

c) Zeichne in Deiner Skizze ein, wo die GroBen a,b oder e als Langen auftreten.

weiter auf Seite 2

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Kegelschnitte

Ellipsen

Aufgabe 4

Bestimme in jeder Teilaufgabe die Gleichung der Ellipse, die den Mittelpunkt M im Ursprung hat
und die angegebene Eigenschaft besitzt.

a) Die Scheitel liegen in A(2 | 0) und B(0 | 1).

b) Ein Brennpunkt hat die Koordinaten F(2 | 0), und a = v/12.

c) Die Punkte P(2|2) und Q(4 | 1) liegen auf der Ellipse.
Hinweis: Setze die Koordinaten der Punkte in die Ellipsengleichung ein, um a? und b? zu

bestimmen.

Zusatzaufgabe 1

Was passiert, wenn b > a > 0 gilt?

Gegeben ist die Ellipse mit der Glei-
2

2
z Y
chung e - == 1.
a) Berechne die Koordinaten aller

b)

d)

Punkte P(z,y), die auf der El-
lipse und auf einer der Koordi-
natenachsen liegen. Zeichne die
Punkte ins Koordinatensystem
ein.

Skizziere die Ellipse.

Zeichne die groRe und die kleine
Halbachse in die Skizze ein.

Berechne die lineare Exzentrizi-
tit e und zeichne die Brenn-
punkte ein.
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Arbeitsblatt 5

Aufgabe 5
Gegeben ist eine Ellipse mit groRer Halbachse a = 6LE und kleiner Halbachse b = 4LE.

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal einen Punkt P, der auf der Ellipse liegt und die z-Koordinate
3 besitzt. Parallelen diirfen mit dem Geodreieck gezeichnet werden.

b) Spiegle P mit dem Geodreieck an den Symmetrieachsen der Ellipse, um drei weitere Punkte
zu erhalten, die auf der Ellipse liegen.

c) Zeichne Haupt- und Nebenscheitel ein und skizziere die Ellipse.
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Kegelschnitte

Ellipsen

Schriftliche Aufgaben
Aufgabe 6

Gegeben sind zwei Punkte Fi(—4|0), F»(4 | 0) und a = 5. Dadurch wird eine Ellipse definiert.

A | ), Ao

a) Bestimme die Koordinaten der Hauptscheitel:

)

Bi( | ) B

b) Bestimme die Koordinaten der Nebenscheitel:

)

c) Skizziere die Ellipse im unten stehenden Koordinatensystem.

d) Zusatzaufgabe: Berechne die Koordinaten der Punkte P(—4 | y), die auf der Ellipse liegen.

Losung: P1 (—4 ‘

), Po(—4| )

Tipp: Verwende die Bedingung dafiir, dass P auf der Ellipse liegt und versuche, alle Summan-

den durch y auszudriicken. Wende den Satz des Pythagoras an!

Aufgabe 7
Wahr oder falsch?

w/f

Eine zur y-Achse parallele Gerade trifft immer zwei Punkte der Ellipse.

Es gibt ein paar wenige Ellipsen, bei denen ein Brennpunkt auf der Ellipse selbst liegt.

Setzt man in der Ellipsengleichung a = b, so erhdlt man einen Kreis.

Die Nebenscheitel einer Ellipse liegen auf der Mittelsenkrechten der Brennpunkte.

Die Hauptscheitel einer Ellipse sind die beiden Punkte der Ellipse, die den grolten
Abstand voneinander haben.

Die Nebenscheitel einer Ellipse sind die beiden Punkte der Ellipse, die den kleinsten
Abstand voneinander haben.

Die Brennpunkte einer Ellipse liegen immer auf der Hauptachse.

Der Abstand der Nebenscheitel einer Ellipse von ihrem Mittelpunkt ist immer kleiner
als der Abstand ihrer Brennpunkte vom Mittelpunkt.
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Kegelschnitte Ellipsen

Aufgabe 8

Diese Aufgabe ist durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal und ohne Taschenrechner zu l6sen.
Mogliche Werte, die du bendtigst, sind v/40 ~ 6, 3 oder v/58 ~ 7, 6.

2 2
Gegeben ist eine Ellipse durch die Gleichung % + % =1.

a) Gib die Langen der groBen und der kleinen Halbachse an und berechne die lineare Exzentrizitat:

a = b= e =

b) Konstruiere alle Punkte der Ellipse mit der Eigenschaft x = 4. Bestimme alle weiteren Punkte,
die sich aus Symmetriegriinden durch geeignete Spiegelung ergeben.

c) Zeichne die Haupt- und Nebenscheitel und die Brennpunkte der Ellipse in das Koordinaten-
system ein. Skizziere die Ellipse.

d) Zusatzaufgabe: Konstruiere alle Punkte der Ellipse mit der Eigenschaft y = 1. Zeichne alle
weiteren Punkte der Ellipse ein, die durch Spiegelung dieser Punkte erhalten werden kdnnen.
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12 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 5: Ellipse und Tan-
gente

12.1 Tafelanschriebe

Arbeitsblatt 1: Konstruktion von Ellipsenpunkten

5. Ellipsen und Tangenten

Definition: Ist P ein Punkt auf einer Ellipse, so ist die Tangente an die Ellipse in P diejenige
Gerade g, die mit der Ellipse genau den Punkt P gemeinsam hat. Man sagt: g beriihrt die Ellipse
in P.

Arbeitsblatt 2: Tangente geometrisch

Satz: Es sei P ein Punkt auf einer Ellipse mit den Brennpunkten Fy, F; und g die Winkelhal-
bierende der Strecke F3 P und der Verlangerung der Strecke Fi P iiber P hinaus. Dann ist g die
Tangente an die Ellipse in P.

Beweis:

Zu zeigen: Jeder Punkt ) auf g mit Q # P
liegt nicht auf der Ellipse.
Spiegelung von Fy an g ergibt F’. Dann gilt

PF' = PF,, also I'F' = 2a

Sei ) ein beliebiger Punkt auf g mit Q # P.
Dann gilt QF" = QF, (denn g ist auch Mit-
telsenkrechte zu F, und F)
= + [0 = + QF’

> FF' = 2a.
= ( liegt nicht auf der Ellipse. ]

Arbeitsblatt 3: Tangentenkonstruktion

Arbeitsblatt 4: Nachweis der Tangenteneigenschaft

2 2
Satz: Durcha > b > 0 und x—2+’Z—2 = 1 sei eine Ellipse k gegeben. Fiir jede Gerade g : y = mx+-c
a

gilt: Erfiillen m, ¢ die Beriihrbedingung a?m? + 0* = ¢?, so ist g Tangente an k, d.h. g und k
haben genau einen Punkt gemeinsam.

Beweis: Setze y* = (mz + ¢)? in die umgeformte Ellipsengleichung 0?2% + a*y* = a?b? ein:

b’e? + a*(m*z? + 2mac + ¢?) = a®b?
& 22(b* + a*m?) + 2ma’xc+ a*c? — a®b? = 0
—_——— —_———

=c2 < Beriihrbedingung — =a?(c2—b?)=a2a?m2=a*m?
& (ze)* + 2zca’m + (a®*m)? = 0
& (ze+ad*m)? = 0

a2m

= T =

c

Genau ein z-Wert = ¢ und k haben genau einen Punkt gemeinsam. ]

Arbeitsblatt 5: Beriihrbedingung
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Ellipse und Tangente 159

22
Satz: Ist P(x¢ | yo) ein Punkt auf der Ellipse & : —2 + ?Z_z = 1, dann ist die Tangente an k in P
durch die Gleichung g : —- + yg)_Qy = 1 gegeben.
a?
Beweis: Fall yg # 0:

1) P liegt auf der Geraden: Es gilt woxo + % =1, da P auf k liegt.
2) Geradengleichung nach y auflosen:
b2 b2 b2
M me Py P Y
a Yo a a“Yo Yo

b4$2 b4 2—{—b2a2y2
02 g2 _ 20T 4o _ UG 0
a“m +b = (lﬂ‘i‘b = — 5.3
7 T o 1
b*a~b b
= (b*zd + a*yg) = = 2
Py @y g

=a2b? da P auf Ellipse

m, c erfillen die Beriihrbedingung

P liegt auf g und auf & } = g ist Tangente an k in P

Fall yo = 0: Dann gilt y = +a. Die Tangente ist parallel zur y-Achse und hat die Gleichung
x = a oder x = —a. Diese Gleichung ergibt sich auch, wenn man yy = 0 und zy = +a in die
Gleichung von g einsetzt:

tax

+0=1 & z=*a. ]

Arbeitsblatt 6: Tangentengleichung

12.2 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Ellipse und Tangente OH-Folie 1: Aufgabe 1




Ellipse und Tangente OH-Folie 2: Tangente als Winkelhalbierende
)
g )
P 0
F1 F2




Ellipse und Tangente OH-Folie 3: Anwendungen




Kegelschnitte Ellipse und Tangente

AB 1: Konstruktion von Ellipsenpunkten

Aufgabe 1

Gegeben sind zwei Punkte Fy(—4 | 0), F5(4 | 0) und a = 6. Dadurch wird eine Ellipse definiert. Die
Ellipse besteht aus allen Punkten P, fiir die PF| + PF; = 2a = 12 gilt: Die Summe der Abstande
von P zu Fj und zu F5 ist gleich 12LE (LE = L&ngeneinheit).

a) Konstruiere mit dem Zirkel die Punkte B, By der Ellipse, die von F; und F» gleich weit
entfernt sind.

b) Konstruiere mit dem Zirkel alle Punkte der Ellipse, die von F} den Abstand 9LE haben.
Wie bekommt man aus diesen Punkten die Punkte der Ellipse, die von F, den Abstand 9LE

haben? Zeichne auch diese Punkte ein (Konstruktion mit Geodreieck geniigt).

c) Konstruiere mit dem Zirkel alle Punkte der Ellipse, die von F; den Abstand 8LE oder 7LE
haben. Zeichne zusatzlich alle Punkte der Ellipse ein, die von F, den Abstand S8LE oder 7LE
haben.

d) Zeichne die Punkte A;, A, der Ellipse ein, die von F} oder von F; den Abstand 2LE haben.
Warum liegen diese auf der x-Achse? Skizziere die Ellipse.
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

AB 2: Tangente geometrisch

Beweis: .
VI/mke/ha/b,'ere J
Nde 4
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

AB 3: Tangentenkonstruktion

Aufgabe 2

Gegeben ist die Ellipse in der Graphik und zwei Punkte P, R auf der Ellipse. Konstruiere mit Zirkel
und Lineal die Tangenten an die Ellipse in P und in R.
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

AB 4: Nachweis der Tangenteneigenschaft

Seien @ > b > 0. In einem K200rdir12atensystem Ya

wird durch die Gleichung % + ‘Z—Q = 1 eine B,

Ellipse beschrieben. D.h. auf der Ellipse liegen a b

genau alle Punkte (z | y), deren Koordinaten

diese Gleichung erfiillen. G
a F x

Dann ist a die Lange der groBen Halbachse, b
die Lange der kleinen Halbachse. Die Brenn-
punkte haben die Koordinaten Fj(—e | 0) und
Fy(e | 0) mit e = v/a? — b2, Fiir alle Punkte P
der Ellipse gilt PF, + PF, = 2a.

Aufgabe 3

2
Gegeben sind die Ellipse & : % +y? =1 und die Gerade ¢ : y = 2z + 3.

a) Zeichne Haupt- und Nebenscheitel in das gegebene Koordinatensystem ein und skizziere die
Ellipse (V2 ~ 1,41).

| | | |

I I I
-16-14-12 -1 -8 =6 —4 =2

b) Weise rechnerisch nach, dass die Gerade g und die Ellipse k& genau einen gemeinsamen Punkt
besitzen und berechne seine Koordinaten. Zeichne den Beriihrpunkt und die Tangente ein.

c) Zeichne die Tangenten in den Haupt- und Nebenscheiteln ein und bestimme jeweils die Glei-
chungsdarstellung der Tangente.
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

AB 5: Beriihrbedingung

Aufgabe 4

{L‘2

Gegeben ist die Ellipse & : 7 +9% =1

a) Schreibe die Beriihrbedingung fiir eine Gerade mit der Gleichung y = maz + ¢ und der ge-
gebenen Ellipse auf. Gib drei verschiedene m-Werte mit dazugehdrigen c-Werten an, die die
Beriihrbedingung erfiillen. Zeichne die dazugehdrigen Tangenten y = ma 4 ¢ in das Koordi-
natensystem ein.

a2m

b) Berechne die Beriihrpunkte der Tangenten. Du kannst dafiir die Formel z = ——— aus dem
c

Beweis des Hilfssatzes verwenden.

c) Zeichne Haupt- und Nebenscheitel der Ellipse und die Beriihrpunkte der Tangenten ein. Skiz-
ziere die Ellipse (v/3 ~ 1,73).

| | | |

| | | | | | |
I I I

x x x x x 1 x x %x
1 =8 =6 -4 =2 24 6 8 1 1.2 14 16 1.8 2
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

AB 6: Tangentengleichung

Aufgabe 5
R
Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung 5 + 1= 1.
Y
4 -
3 £
T T
4 4
34

a) Bestimme die Geradengleichung der Tangenten an die Ellipse durch die Punkte
(i) (V6| 1), (i) Pa(513), (ii)) P3(02), (iv) Pu(v8]0).

b) Zeichne die Punkte und die Tangenten in die Graphik ein (v/6 ~ 2,45; v/8 ~ 2, 83).

c) Zusatzaufgabe: Bestimme die Gleichungen der Tangenten mit Steigung m = 2, indem du
das Tangentenkriterium verwendest.

d) Zusatzaufgabe: Bestimme die Schnittpunkte der Tangenten aus Teil b) mit der Ellipse.
Benutze dafiir die umgeformte Tangentengleichung aus dem Beweis. Priife dein Ergebnis auf
Plausibilitdt, indem Du die Tangenten oben in der Graphik einzeichnest.
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

Fliistergewolbe

Aufgabe 6

Werden Schallwellen an einer glatten ebenen Wand reflektiert, so gilt wie bei der Reflexion von
Lichtstrahlen an einem ebenen Spiegel das Reflexionsgesetz ,Einfallswinkel = Ausfallswinkel”. Bei
gekriimmten Wanden gilt fiir die Reflexion ebenfalls , Einfallswinkel = Ausfallswinkel”, wobei hier
die Winkel zur Tangente bzw. Tangentialebene gemeint sind. Wir untersuchen nun, wie Schallwellen
an einem Gewolbe reflektiert werden, das beim senkrechten Durchschneiden eine Ellipse bildet. Ein
solches Gewdlbe befindet sich z.B. in der sizilianischen Kathedrale von Agrigent.

ﬁl F2

a) Wahle einen der Punkte P, @, R. Konstruiere die Tangente an die Ellipse in diesem Punkt.

b) Konstruiere mit der von Dir gezeichneten Tangente den Verlauf der Schallwelle, die von F} zu
dem von Dir gewadhlten Punkt verlduft und dann an der Ellipse reflektiert wird. Vergleiche mit
dem Ergebnis Deines Nachbars.

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Kegelschnitte Ellipse und Tangente

Funktionsweise des Nierensteinzertrummerers

Nierensteine konnen in ca. 90% der Falle ohne Operation durch StoRwellen zerkleinert werden, so
dass sie nach der Zerkleinerung von alleine aus der Niere ausgespiilt werden.

Das Gerat besteht aus einem abgeschnittenen Ellipsoid, im Querschnitt aus einer abgeschnittenen
Ellipse. Im Brennpunkt F; der Ellipse befindet sich ein Gerit zur Erzeugung von StoRwellen (sehr
starke Schallwellen). Das Gerdt wird so am Patienten, der auf dem Riicken liegt, positioniert, dass
sich der Nierenstein im Brennpunkt F, befindet. Das Innere des Ellipsoids ist mit Wasser gefiillt,
das die StoRwellen iibertragt. Das Korpergewebe leitet die StoRwellen ebenfalls gut weiter. Durch
die Ellipsenform werden die StoRBwellen im Nierenstein konzentriert.
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 7
Wahr oder falsch?

w/f

Der Punkt einer Ellipse, der zum Brennpunkt F; den kleinsten Abstand hat, ist ein
Nebenscheitel.

Der Punkt einer Ellipse, der zum Brennpunkt F; den kleinsten Abstand hat, ist ein
Hauptscheitel.

Der Punkt einer Ellipse, der zum Brennpunkt F} den groBten Abstand hat, ist ein
Hauptscheitel.

Fiir jeden Punkt P einer Ellipse, der kein Hauptscheitel ist, ist die Tangente in P eine
Winkelhalbierende der Geraden durch P und F; bzw. durch P und F5.

In jedem der Hauptscheitel einer Ellipse ist die Tangente parallel zur Hauptachse.

In jedem der Nebenscheitel einer Ellipse ist die Tangente parallel zur Hauptachse.

Wenn 2eine Gerade ¢ : y = mx + ¢ Tangente an eine Ellipse mit der Gleichung
i—z + ¥ = 1 ist, so gilt aim? + b = 2.

Aufgabe 8

Gegeben ist die Ellipse mit der Gleichung

siehe Skizze.

a) Gib eine Gleichung fiir die Tangente an die El-
lipse im Punkt P(4 | 1) an. Die Gleichung
muss nicht nach y aufgeldst werden.

Antwort: | g

b) Priife, ob die jeweils angegebene Gerade Tangente an die Ellipse ist.

Geradengleichung | Tangente j/n | Geradengleichung | Tangente j/n
g3y =4 gs Yy =—>

g1:y=2x+11 ggzy:§m+5

gs v =4 g6 1 x = —b

Hinweis: Eventuell die Beriihrbedingung verwenden.

Weiter auf Seite 2
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

Aufgabe 9
Gegeben ist die Ellipse & mit den Brennpunkten Fy(—5|0), F5(5|0) und a = 7.

a) Konstruiere mit dem Zirkel die Nebenscheitel der Ellipse.

b) Konstruiere mit dem Zirkel die Punkte Py, P, der Ellipse, die von F; den Abstand 10LE haben
(LE = Langeneinheit).

c) Spiegle Py, P, mit dem Geodreieck an der y-Achse, um zwei weitere Punkte Ps, P, der Ellipse
zu erhalten.

d) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente g an die Ellipse in P3. Zeichne g in blauer
Farbe ein.

e) Zeichne die Hauptscheitel der Ellipse ein und skizziere die Ellipse & in griiner Farbe.

Weiter auf Seite 3
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Kegelschnitte Ellipse und Tangente

Aufgabe 10

Werden Schallwellen an einer glatten ebenen Wand reflektiert, so gilt wie bei der Reflexion von
Lichtstrahlen an einem ebenen Spiegel das Reflexionsgesetz ,Einfallswinkel = Ausfallswinkel”. Bei
gekriimmten Wanden gilt fiir die Reflexion ebenfalls , Einfallswinkel = Ausfallswinkel”, wobei hier
die Winkel zur Tangente bzw. Tangentialebene gemeint sind. Wir untersuchen nun, wie Schallwellen
an einem Gewdlbe reflektiert werden, das beim senkrechten Durchschneiden eine Ellipse bildet. Ein
solches Gewdlbe wird als Fliistergewélbe bezeichnet.

£y

In der Zeichnung sind die Tangenten in den Punkten P und R eingezeichnet.

a) Beim Punkt P ist ein Winkel « eingezeichnet. Trage bei den drei weiteren Winkeln, die gleich
grol8 sind wie «, ebenfalls « ein.

b) Beim Punkt R sind vier der sechs Winkel gleich grol8. Trage bei diesen Winkeln 3 ein.

c) Eine Schallwelle geht von Fi aus und wird im Punkt P reflektiert. Trage den Verlauf der
Schallwelle mit griiner Farbe ein. In welchem Punkt trifft sie auf die Hauptachse?

Antwort: Im Punkt

d) Eine Schallwelle geht von F; aus und wird im Punkt R reflektiert. Trage den Verlauf der
Schallwelle mit roter Farbe ein. In welchem Punkt trifft sie auf die Hauptachse?

Antwort: Im Punkt

Damit ist der Name Fliistergewélbe erklart: Eine Person, die in F, steht, kann das Fliistern einer
anderen Person, die im Punkt F} steht, gut horen.
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13 Ausarbeitung Unterrichtsstunde 6: Hyperbel

13.1 Tafelanschriebe

Arbeitsblatt 1: Eine neue Gleichung (Besprechung an Tafel)

6. Hyperbeln
Definition: Eine Hyperbel ist gegeben durch zwei Brennpunkte F; # F5 und eine Lange a > 0
mit 2a < FFy. Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte P der Ebene, fiir die

PR —PFy| = 2

gilt.

Arbeitsblatt 2: Hyperbelpunkte (Besprechung an Tafel)

Bezeichnungen bei Hyperbeln (Arbeitsblatt 3 ausfiillen)

7
7
a1
7
7/

Nebenachse

b
Hauptachse

Ein Punkt liegt genau dann auf der Hyperbel, wenn }PFl — PFy| = 2a.

Fi, Fy: Brennpunkte e:= %FlFlz

Ay, As: Scheitel AlAy = 2a

M: Mittelpunkt MF, = e
MA, = a

Gerade durch Fy, Fy: Hauptachse
Gerade durch M senkrecht zu Fy, Fy: Nebenachse

g1, g2: Asymptoten b= 2 _ g

2
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Hyperbel 175

Satz: Fiir gegebene feste Zahlen a,b > 0 sei e := v/a? + b2 Die Gleichung

2 2
v
a’> b
beschreibt eine Hyperbel mit den Brennpunkten Fi(—e | 0) und Fy(e | 0). D.h. genau dann,
wenn die Koordinaten eines Punktes P(z | y) die Gleichung erfiillen, gilt

FP-TP| = 2.

Beweis: Siehe Arbeitsblatt 4.
Arbeitsblatt 4: Die Hyperbelgleichung (Besprechung auf dem Arbeitsblatt)

Satz: Es sei P ein Punkt auf einer Hyperbel und ¢ die Winkelhalbierende der Strecken PF; und
PF,. Dann ist g die Tangente an die Hyperbel in P.

Arbeitsblatt 5 enthilt die folgende Graphik zur Verdeutlichung des Beweises

Beweis: Spiegelung von F» an g ergibt F' auf 1P = PF, = PF",
= IWF' = FP— PF = F P— PF, =2a (da P auf Hyperbel).

Zeige: Fiir jeden Punkt @ auf g mit Q # P gilt }QFl — QF2| = 2a. Dann liegt  nicht auf der
Hyperbel.
Q liegt auf g & QF, = QF’ (denn g ist Mittelenkrechte zu F5 F").
AuBerdem QF, < QF'+2a = QF —QF < 2a
20+ QF > QF' = QF, —QF > —2a
= —2a< QFI —QFQ :QFl —QF/ < 2a.
= Jeder Punkt @ auf g mit Q # P liegt nicht auf der Hyperbel.

= g ist Tangente an die Hyperbel. ]
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176 Kegelschnitte

Arbeitsblatt 6: Reflexion an einem Hyperbelspiegel (Besprechung in zwei Abschnitten auf dem Ar-
beitsblatt)

Miindlich: Kegelschnitte als Schnitte von Kegeln mit Ebenen.

13.2 OH-Folien und Arbeitsblatter

Siehe folgende Seiten
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Kegelschnitte Hyperbel

Arbeitsblatt 1: Eine neue Gleichung

Aufgabe 1

Gegeben ist die Gleichung

.%'2 y2

Wir betrachten die Menge k aller Punkte P(z | y), deren Koordinaten diese Gleichung erfiillen.

a) Was unterscheidet diese Gleichung von einer Ellipsengleichung?

b) Bestimme die x-Koordinate aller Punkte aus k, fir die y = 0 gilt. Zeichne die Punkte ins
Koordinatensystem ein.

c) Bestimme die 2-Koordinate aller Punkte, fiir die y = 2 oder y = — gilt. Zeichne die Punkte
ins Koordinatensystem ein.

d) Gibt es Punkte in k& mit der z-Koordinate z = 07
e) In welchen Intervallen muss x liegen, damit die Gleichung (*) mindestens eine Lésung y besitzt?

f) Wenn ein Punkt P(x | y) in k liegt, dann liegt auch der Punkt P(—x | y) in k. Welche
Symmetrie der Menge k wird dadurch beschrieben?

g) Wenn ein Punkt P(z | y) in k liegt, dann liegt auch der Punkt P(z | —y) in k. Welche
Symmetrie der Menge k wird dadurch beschrieben?

h) Die Gleichung () kann umgeformt werden zu

2
Y 9 9 Y 9 9
= = ——— bzw. = = +4/— - —.
x? 16 22 16 2?
Fir grc?@e Werte von z* gilt dann £ ~ :t%. Zeichne die beiden Geraden ¢; : y = %x und
y = —3x ins Koordinatensystem ein.

i) Skizziere die Menge k. Beachte hierbei, dass alle Punkte von & mit positiven x-Werten un-
terhalb von g; und oberhalb von g, liegen. Beniitze die Symmetrieeigenschaften aus f) und

g).

I R U NS e N B v

—13—-12—-11-10-9 =8 =7 —6 —5 —4 —3 -2 711 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 %
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Arbeitsblatt 2: Hyperbelpunkte

Aufgabe 2

Gegeben ist die Hyperbel mit Fy(—4 | 0), F5(4 | 0) und a = 2. Konstruiere jeweils mit dem Zirkel
alle Punkte der Hyperbel, die die angegebene Bedingung erfiillen:

a) P mit PF; = 2. (Wie groR muss PF; sein?)

b) P’ mit P'F, = 2.

c) Q,Q mit QF, =4 bzw. Q'F;, = 4.

d) R, R mit RFy =6 und RF, = 10 bzw. R'F; = 10 und R'F, = 6.

e) Gegeben ist der Punkt S(4|_6). Berechne SF, und SF,. Zeige, dass S auf der Hyperbel liegt,
d.h. dass die Eigenschaft |SF1 — SFQ} = 4 erfullt ist.
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Arbeitsblatt 3: Bezeichnungen bei Hyperbeln

Ein Punkt P liegt genau dann auf der Hyperbel, wenn

Fy, Fy: R
A1,A21 A1Ay =
M: MEF, =

MA, =

Gerade durch F, Fy:

Gerade durch M senkrecht zu Fy, Fy:

g1, g2:
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Arbeitsblatt 4: Die Hyperbelgleichung

Aufgabe 3

Berechne in jeder Teilaufgabe die GroRen a,b, e fiir die gegebene Hyperbel. Zeichne jeweils die
Brennpunkte, die Scheitel, die Asymptoten und die Hyperbel ein (v/11 ~ 3,3, v/2 ~ 1,4).

2 2
a)x Y

25 11

L O N L= e AN

—13-12—-11-10-9 =8 =7 =6 =5 —4 =3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13T

e O N L= e AN

—13-12—-11-10-9 =8 =7 =6 =5 =4 =3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13T

Bitte wenden
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Kegelschnitte Hyperbel
c) *—y*=1.
Yy
21
71
61
51
4l
3l
o 1
.
~13-12-11-10-9 -8 T -6 -5 4 3 -2 -1 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12137
—2 1
31
41
—5 1
6 1+
71
-8 1

Satz: Jeder Punkt, dessen Koordinaten die Gleichung ‘z—z — Z—z = 1 erfiillen, liegt auf der Hyperbel,

deren Punkte die Bedingung
|PFy — PF3| = 2a

mit Fi(—e | 0) und Fy(e | 0), e = va? + b? erfiillen.

Beweis: Sei P(z | y) mit z > 0 und z—z - %—j = 1.
Beweise als Erstes, dass .
PF, = —x+4a
a

gilt.
Lose zunachst die Koordinatengleichung nach ? auf:
b a?
2 2
v =t
Damit folgt
PE,. = (z+e)* +y?
bQ 2
= I2+26[E+62—|——§—b2
a

2

= x—2(a2+62)+2€1‘+62—b2
a® ~—~— ——

—e2 —a2
ze 2
= (— —I—a) .
a
Dies beweist (). Genauso folgt
PE, = Ex—a‘ = Ex—a.
a a

Aus (%) und (xx) folgt nun PFy — PFs = 2a.

()

Fiir x < 0 gelten (*) und (*x) entsprechend, es miissen nur die rechten Seiten mit (—1) multipliziert

werden. ]
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Arbeitsblatt 5: Tangente an eine Hyperbel
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Arbeitsblatt 6: Reflexion an einem Hyperbelspiegel

Aufgabe 4

Werden Lichtwellen an einem ebenen Spiegel reflektiert, so gilt das Reflexionsgesetz ,Einfallswin-
kel = Ausfallswinkel”. Bei gekriimmten Spiegeln gilt fiir die Reflexion ebenfalls , Einfallswinkel =
Ausfallswinkel”, wobei hier die Winkel zur Tangente bzw. Tangentialebene gemeint sind. In dieser
Aufgabe wird untersucht, wie Lichtwellen an hyperbelférmig gekriimmten Spiegeln reflektiert werden.
Gegeben ist ein Hohlspiegel mit hyperbelférmiger Kriimmung (siehe Zeichnung).

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente g an die Hyperbel im Punkt P.

b) Zeichne die vier gleichen Winkel « ein, die die Tangente und die Geraden durch P und F}
bzw. durch P und F5 einschlieBen.

c) Zeichne den Verlauf eines Lichtstrahls, der von einer Lichquelle im Brennpunkt F, ausgeht
und im Punkt P von der konstruierten Tangente ¢ reflektiert wird.

d) Zeichne zwei weitere Punkte @), R auf der Hyperbel unterhalb der waagrechten Symmetrieachse
ein und zeichne den Verlauf der Lichstrahlen, die von F, ausgehen und in Q bzw. R reflektiert
werden.

Hohlspiegel

Weiter auf Seite 2
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Aufgabe 5
Nun ist ein Konvexspiegel mit hyperbelférmiger Krimmung gegeben (siehe Graphik).

a) Zeichne die Geraden durch P und F; bzw. durch P und F, und die vier gleichen Winkel «
ein, die die Tangente und diese Geraden einschlieRen.

b) Zeichne den Verlauf eines Lichtstrahls, der von einer Lichquelle im Brennpunkt F5 ausgeht
und im Punkt P von der eingezeichneten Tangente g reflektiert wird.

c) Zeichne zwei weitere Punkte @, R auf der Hyperbel ein, die nicht auf der Hauptachse der
Hyperbel liegen, und zeichne den Verlauf der Lichstrahlen, die von F, ausgehen und in )
bzw. R reflektiert werden.

Konvexspiegel

Weiter auf Seite 3
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Aufgabe 6

Gegeben sind zwei Konvexspiegel mit hyperbelférmiger Kriimmung (siehe Skizze). Konstruiere den
Verlauf eines Lichtstrahls, der von P aus in Richtung F; verlduft und dann mehrfach an beiden
Spiegeln reflektiert wird.

Konvexspiegel Konvexspiegel
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Hyperbel

Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 7

a) Eine Hyperbel ist durch zwei Punkte F}, F; und eine Lange a < %FIFQ gegeben. Vervollstan-

dige die Satze.

Die Punkte F; und F5 werden als bezeichnet.

Mit A; und A, werden die bezeichnet.

Fiir jeden Punkt P der Hyperbel gilt |[F1P — F,P| =

Die Gerade durch F; und F, heilt

2

b) Gegeben ist die Hyperbel mit der Gleichung £ m — &= = 1. Bestimme die Koordinaten der
Brennpunkte und der Scheitel sowie die Gleichungen der Asymptoten.
Fl F2 Al AZ
g1 - g
Aufgabe 8

Wahr oder falsch?

w/f

Fiir alle Punkte P einer Hyperbel hat die Differenz 1 P — F> P den selben Wert.

Eine Asymptote einer Hyperbel ist eine Gerade, der die Hyperbelpunkte beliebig nahe
kommen.

Der Punkt einer Hyperbel, der zum Brennpunkt F; den kleinsten Abstand hat, ist ein
Scheitel.

Jede Hyperbel ist punktsymmetrisch zu ihrem Mittelpunkt.

Die Brennpunkte einer Hyperbel haben vom Mittelpunkt A immer einen groBeren
Abstand als die Scheitel .

Seien a,b > 0. Die Asymptoten Zu einer Hyperbel mit der Gleichung %5 — o= 1

b2
besitzen die Steigung m = 3 oder m = —17.

In jedem Scheitel einer Hyperbel ist die Tangente parallel zur Nebenachse.

Sei eine Hyperbel durch die Glelchung = 1 gegeben. Im Fall a > b > 0 ist
die z-Achse die Hauptachse, im Fall b > a > 0 ist die y-Achse die Hauptachse.

Weiter auf Seite 2
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Aufgabe 9

a) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Tangente g an die Hyperbel im Punkt P.

b) Zeichne die vier gleichen Winkel « ein, die die Tangente und die Geraden durch P und F}
bzw. durch P und F5 einschlieBen.

Weiter auf Seite 3
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Aufgabe 10

Im Cassegrain-Teleskop werden die (von links parallel einfallenden) Lichtstrahlen zuerst von einem
parabelférmig gekrimmten Hohlspiegel s; (mit Loch in der Mitte) und danach von einem hyperbel-
formig gekriimmten Konvexspiegel s, reflektiert Die Spiegel sind so angeordnet, dass die Symme-
trieachse von Parabel und Hyperbel iibereinstimmen und auch der Brennpunkt der Parabel und der
Brennpunkt I der Hyperbel zusammenfallen. Zeichne den Strahlengang fiir die drei Lichtstrahlen
bis zur Linse des Okulars ein.

Hinweis: Im Bild sind die gemeinsame Symmetrieachse der Parabel und der Hyperbel (gestrichelt),
die Brennpunkte F}, F» der Hyperbel und die Parabel s; und Hyperbel s, (gepunktet) eingezeichnet.

.89 %81

v

Okular
__. ______________________________________________________________ _.__
F1 F2

v
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